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Механіка матеріалів і конструкцій – одна з базових загальнотехніч-
них дисциплін, яка відіграє важливу роль у підготовці інженерних кадрів. 
Значне місце в практичній діяльності інженерів посідають розрахунки на 
міцність, жорсткість і стійкість –які є основними задачами. 
У вивченні курсу механіка матеріалів і конструкцій найефективні-
ший метод навчання не розв’язування задач, а самостійна робота студен-
тів. Тому в програмах курсу для студентів НТУУ “КПІ ім. І.Сікорського ” 
передбачено виконання протягом навчального року курсової або розрахун-
ково-графічних робіт, мета яких – закріпити та поглибити знання, набуті 
під час вивчення теоретичного курсу, засвоїти методики розрахунків еле-
ментів конструкцій з вибором відповідного матеріалу і розрахункової схе-
ми, навчитися користуватися довідковою літературою. [1, 2] 
Курсова і розрахунково-графічні роботи складаються з двох частин і 
охоплюють найтиповіші для практики задачі, що відповідають усім основ-
ним розділам предмету. 
Більшість виданих методичних вказівок містять тільки завдання до 
курсових чи розрахунково-графічних робіт. [3,4,5] Досвід показує, що під 
час самостійного виконання робіт у студентів виникає ряд труднощів. Це 
зумовлює потребу детального розгляду указаних робіт і задач на практич-
них заняттях і тим самим обмежує, за браком часу, можливість розв’язання 
інших важливих з теоретичного і практичного боку задач, що не увійшли 
до курсової чи розрахунково-графічної роботи. 
Методичні вказівки містять завдання і приклади розв’язання задач 
другої частини курсу, а також задач, які згідно з навчальними програмами 
курсів можуть бути включені до розрахунково-графічної роботи. В остан-
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ньому випадку може бути змінено і обсяг розрахункової частини тих чи 
інших задач. Методичні вказівки охоплюють такі розділи теоретичного ку-
рсу: “Статично невизначувані системи”, “Складний опір”, “Стійкість стис-
нутих стержнів”, “Розрахунок систем з врахуванням сил інерції”, ”Розра-
хунок при ударі”, “Вимушені коливання”, “Розрахунок при повторно-
змінному навантаженні”, “Розрахунок оболонок”. 
Використовуючи наведені в умовах задач дані, слід мати на увазі та-
ке. Якщо навантаження подано з від’ємним знаком, то на розрахунковій 
схемі його напрямок потрібно змінити на протилежний і знак “мінус” опу-
стити. 
Розв’язання задач супроводжується роз’ясненням теоретичних по-
ложень, формулюванням правил, за якими знаходять ті чи інші величини. 
Це дає можливість студентам після уважного вивчення певних розділів те-
оретичного курсу і детального розгляду прикладів розв’язання задач само-
стійно виконати роботу. 
У підготовці методичних вказівок використано розробки колективу 
кафедри [1- 7]. 
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1. СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧУВАНА СИСТЕМА 
Статично невизначуваною відносно невідомих реакцій в’язей нази-
вають стержневу систему, реакції в’язей в якій неможливо визначити, ви-
користовуючи для цього тільки рівняння рівноваги (рівняння статики). Під 
реакціями в’язей в загальному випадку розуміють як реакції зовнішніх (ре-
акції опор), так і внутрішніх (внутрішні зусилля) в’язей. 
Числовою характеристикою статичної невизначуваності стержневої 
системи є параметр n , який називається ступенем статичної невизначува-
ності системи і дорівнює найменшому числу в’язей та їх реакцій, без яких 
система стає статично визначуваною. Практично n  визначають як різницю 
між числом невідомих реакцій опор і числом незалежних рівнянь рівнова-
ги. 
В статично невизначуваних системах реакції в’язей знаходять різни-
ми методами. Одним з найбільш ефективних є метод сил і його різновид – 
метод 3-ьох моментів. Метод сил докладно розглянутий в теоретичній час-
тині до наступної задачі 2. 
Розглянемо метод трьох моментів – це метод сил, який використо-
вується для знаходження невідомих реакцій в балках і в якому в якості 
“зайвих”  в’язей (див. теоретичні відомості до наступної задачі 2) вибира-
ються повороти перерізів, що розташовані над шарнірними опорами балки, 
а це означає, що “зайвими” шуканими реакціями є внутрішні згинальні 
моменти в цих перерізах (див. моменти 1M  і 2M  на рисунку. 1.3,б).  
Порядок розрахунку балок методом 3-х моментів: 
1. Балка в методі трьох моментів повинна мати тільки шарнірні опо-
ри, тому: 
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— при наявності защемлення його замінюють на еквівалентну 
жорстку ділянку ( EI   ) з довжиною, що прямує до нуля (див. на рисунку 
1.3,б ділянку довжиною 3 0l  , яка введена замість защемлення); 
— консольні частини тимчасово відкидають, замінюючи їх прикла-
деним до балки з боку консолі згинальним моментом, з яким консоль 
взаємодіє з балкою. 
2. Опори отриманої багатопрольотної балки нумерують зліва напра-
во, починаючи з нуля, а прогони – починаючи з 1. Таким чином, номер 
ділянки співпадає з номером її правої опори. 
3. Багатопрольотну балку розділяють на однопрольотні балочки, 
вводячи в якості невідомих згинальні моменти, що діють в перерізах над 
внутрішніми опорами (див. рисунку. 1.3,б). 
4. Будують епюри внутрішніх згинальних моментів для кожної одно-
прольотної балочки (див. рисунку. 1.3,в). 
5. Записують рівняння трьох моментів, яке при жорсткості попереч-
них перерізів балочек constEI  має загальний вигляд 
  1 11 1 1 1
1
2 6 n n n nn n n n n n n
n n
a b
M l M l l M l
l l
 
   

  
      
 
,   (1.1) 
де nl  – довжина n -ої ділянки ( n -ої балочки), 
nM  – момент в перерізі над опорою n , 
n  – площа епюри згинальних моментів на n -й ділянці (для n -ої балочки), 
na , nb  – відстань від центру ваги площі n  до лівої та правої опор n -ої ба-
лочки відповідно, причому ,  0n na b  , якщо n  розташована над балоч-
кою, ,  0n na b   – якщо під балочкою. 
Примітка. Складну n  розкладають на прості складові, наприклад 
(рис. 1.1): 
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n n n n n na a a        ,     (1.2) 
1 1 1 1 1 1n n n n n nb b b             .    (1.3) 
6. Конкретизують рівняння трьох моментів для кожної внутрішньої 
опори n , отримуючи систему рівнянь зі стрічковою матрицею 
коефіцієнтів, що є перевагою методу трьох моментів, тому що така систе-
ма рівнянь легко розв’язується. 
7. Розв’язують отриману систему і знаходять шукані моменти 1M , 
2M , …,  в перерізах над опорами. 
8. Визначають з рівнянь рівноваги балочек реакції опор в балочках. 
 














9. Збирають балочки в одну статично визначувальну балку (разом з 
відкинутими на етапі 1 консольними частинами) з тепер уже відомими ре-
акціями опор. 
ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ 
1. Коли стержнева система є статично невизначуваною відносно 
невідомих реакцій в’язей? 
Рис.. 1.1 – Епюра моментів для n -ої балочки 
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2. Що називається ступенем статичної невизначуваності стержневої 
системи? 
3. Яка область застосування методу трьох моментів? 
4. Які реакції в’язей є шуканими невідомими в методі трьох моментів? 
5. Який спосіб використовується для отримання вільного члену в 
рівнянні трьох моментів? 
6. Який порядок розрахунку балок методом трьох моментів? 
7. Як нумерують опори та ділянки балки в методі трьох моментів? 
8. Запишіть загальний вид рівняння трьох моментів у випадку 
постійної жорсткості поперечного перерізу вздовж осі балки. 
9. Для яких опор конкретизують рівняння трьох моментів? 




Задача № 1 
Для заданої балки (рис. 1.2, таб. 1.1) підібрати переріз заданої форми і 
визначити зазначене переміщення перерізу А, a = 1 м. 















0 25 0  –10 30 wA Сталь10 І 
1 0  –20 15 20 θA Сталь60 [] 
2  –15 0 20 10 wA Сталь50 ][ 
3 0 25  –25 40 θA Сталь30 І 
4 10 0 30  –50 wA Сталь20 ІІ 
5 0  –15 35 10 θA Сталь20Г [] 
6  –20 0 40 20 wA Сталь25 ][ 
7 0 10  –30 30 θA Сталь30Г ІІ 
8 20 0 10  –40 wA Сталь35 [] 
9 0  –10 20 50 θA Сталь50Г ][  
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План розв’язування задачі 
1. Розкрити статичну невизначуваність балки методом трьох моментів 
або за допомогою канонічних рівнянь методу сил. В останньому випадку 
перш за все необхідно побудувати найбільш раціональний варіант еквіва-
лентної розрахункової схеми. 
2. Перевірити правильність розкриття статичної невизначуваності 
балки (коли невизначуваність балки розкривається обома методами, пе-
ревірку можна не робити). 
3. Для еквівалентної розрахункової схеми побудувати епюру згиналь-
них моментів. 
4. Підібрати з умови міцності за нормальними напруженнями розміри 
поперечного перерізу балки вказаної форми (підібрати за сортаментом 
відповідний профіль). 




Для заданої балки (рис. 1.3, а) підібрати прямокутний переріз 
( 2h b  ). Визначити вертикальне переміщення перерізу А. При цьому 
constEI   для всієї балки, а матеріал балки – сталь 20, для якої допустиме 
напруження на розтяг   160 МПа  . 
Балка два рази статично невизначувана. 
1А. Розкриємо статичну невизначуваність за допомогою методу 
трьох моментів, зайвими невідомими в цьому випадку будуть згинальні 
моменти в опорних перерізах, а рівняння трьох моментів матиме вигляд 
  1 11 1 1 1
1
2 6 n n n nn n n n n n n
n n
a b
M l M l l M l
l l
 
   

  




Пронумеруємо опори та прогони балки (опори, починаючи з нуля, 
прогони – з одиниці). На рисунку. 1.3, б показана еквівалентна система, 
тобто основана система, яку завантажено заданим навантаженням і зги-
нальними моментами в опорних перерізах. Побудуємо епюри згинальних 
моментів для окремих балок основної системи тільки від заданого наван-
таження (епюри PM ) (рис. 1.3, в). 
Для першої проміжної опори записуємо рівняння трьох моментів 
 1n  : 
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l l
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2 1 2 1 1
1 1,875 0,5 0,9 18 0,9 0,1 2 0,9 0,1 5,4 кН м
3 2 3 2 3
a





1 1 1 2
0,4 7,14 1 0,4 1 7,14 1 4 кН м
2 3 2 3
b





Рис. 1.3 – До методу трьох моментів 
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е) Епюра М , кН∙м 
д) Еквівалент а 
система 
г) Окремі балки, навантажені 
моментами 1М , 2М  























1 23,43 35,39M M   . 
Запишемо рівняння трьох моментів для другої проміжної опори 
 2n  : 




M l M l l M l
l l
 






1 2 1 1
0,4 7,14 0,4 1 7,14 0,4 1 3 кН м
2 3 2 3
a
               
 
. 











1 22 9,18M M   . 












1 10,5 кН мM    ,    2 0,66 кН мM   . 
Визначимо реакції в опорах 0 і 1. Для цього розглянемо прості балки, 
навантажені лише знайденими моментами 1M  та 2M , і обчислимо реакції 
від дії цих моментів (рис. 1.3, г). Враховуючи ці реакції разом з реакціями 
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від  зовнішнього  навантаження,  які  показані  попередньо  на  тому  ж  ри-
сунку. 1.3, б, знайдемо: 
27,5 10,5 17 кНBR    , 
12,5 17,86 10,5 8 23,86 кНСR       . 
1Б. Розкриємо статичну невизначуваність балки за допомогою ка-
нонічних рівнянь методу сил. 
Основну систему візьмемо, відкинувши зайві зв’язки, приймаючи за 
такі шарнірно-рухомі опори в перерізах В і С (рис. 1.4, б). 
Завантаживши основну систему заданим навантаженням та зайвими 
невідомими 1X  та 2X , отримаємо еквівалентну систему (рис. 1.4, в). 
Канонічні рівняння методу сил для два рази статичної невизначува-
ної балки мають вигляд: 
11 1 12 2 1
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  . 
Для цього треба основну систему спочатку завантажити заданим 
навантаженням і отримати силову систему, для якої побудувати епюру 
згинальних моментів PM . Розшарована епюра PM  показана на рисунку. 
1.4, г. Наступним етапом завантажуємо основну систему одиничною силою 
1 1X   і будуємо епюру згинальних моментів. 1M  для цієї одиничної си-
стеми, а далі основну систему завантажуємо одиничною силою 2 1X   і 
будуємо епюру згинальних моментів 2M . Обидві епюри показані на ри-
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а) Задана балка 
в) Еквівалентна 
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г) Силова система 
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епюра РМ , кН∙м 
д) Од нична система 
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епюра 1М , м 
е) Одинична система 
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2,4 2,4 2,4 4,608 м
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1,4 1,4 1 1,4 1,894 м
2 3
EI EI




1 3 1 1 2
7,5 1 1 7,5 1,4 1 1,4 21 1,4 1 1,4
3 4 2 2 3P
EI
                        
   
 
31 1 220 1,5 0,9 1,5 25 1 1,4 1 123,39 кН м
2 2 3
                   





1,4 1,4 1,4 0,914 м
2 3
EI       , 
2
1 2 1 2
7,5 1,4 0,7 21 1,4 1,4 20 1,4 0,7 25 1 0,4 1
2 3 2 3P
EI
                     
 
354,00 кН м  . 
Тоді канонічні рівняння методу сил приймають такий вигляд: 
1
1 2
4,6 1,894 123,39 0,








1 17 кНBR X  ,    2 23,86 кНCR X  . 
Відмітимо, що ці результати збігаються з попередніми результатами, 
які мають місце при розкритті статичної невизначуваності методом трьох 
моментів. Тому додаткова перевірка цих даних не потрібна, а еквівалентна 
система виглядає, як показано на рисунку. 1.3, д. 
Будуємо епюру згинальних моментів М для еквівалентної системи, 
тобто для заданої балки, яка представлена на рисунку. 1.3, е. Максималь-
ний згинальний момент, що діє в небезпечному перерізі, 
max 10,8 кН мM   . 
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3. Підберемо розміри прямокутного перерізу з 2h b  . Умова міц-
ності для небезпечного перерізу має вигляд: 
 maxM
W
    , 
звідси 


















W    , 
3 67,5 12 9,4 смh    ,    4,7 см
2
h
b   . 
Момент інерції прямокутного перерізу відносно осі z: 
3 3





   . 
4. Визначимо вертикальне переміщення перерізу А методом Мора. 
Для цього розглянемо еквівалентну балку і одиничну систему (рис.1.5). 
Одиничну систему отримаємо, приклавши до еквівалентної системи оди-
ничну вертикальну силу в перерізі А: 
Запишемо вирази для згинальних моментів М від зовнішнього наван-
таження та обчислених реакцій шарнірно рухомих опор та вирази згиналь-
них моментів M від одиничної сили, яка прикладена в перерізі А. На 
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ділянка  IV   2,6 м 3 мx  : 
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Рис. 1.5 – До визначення переміщення перерізу А 
Р=25кН;
М=20кНм;
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ділянка  V   3 м 4 мx  : 
 
 
17( 1,6) ( 2,1) 23,86( 2,6) ( 3),
1 ;
М x x q x М x Р x
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Інтеграл Мора для визначення А вертw  має вигляд: 
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3
2,6
(17( 1,6) ( 2,1) 23,86( 2,6))x q x M x xdx         
4
3





















      
3
2,6
(17( 1,6) 15( 2,1) 20 23,86( 2,6))x x x xdx         
4
3
(17( 1,6) 15( 2,1) 20 23,86( 2,6) 25( 3)) )x x x x xdx           
30,00537 10  м 0,00537 мм   . 
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2. СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧУВАНА РАМА 
Розглянемо докладно метод сил, який застосовується для визначення 
реакцій в’язей в будь-яких статично невизначуваних стержневих системах 
при будь-якому їх навантаженні. 
Метод сил грунтується на наступному твердженні – навантаження не 
руйнує в’язі в системі. На основі даного твердження будують рівняння ме-
тоду сил, кінематичний смисл яких полягає в тому, що віддалення один від 
одного пов’язаних перерізів стержня (для внутрішніх в’язей) або перерізу 
стержня та пов’язаної з ним опори (для зовнішніх в’язей) після наванта-
ження дорівнює нулю (у випадку, якщо немає віддалених в’язей) 
0  .      (2.1) 
 Дане віддалення з фізичної точки зору є переміщенням (лінійним 
або кутовим), яке розкладається методом суперпозиції на складові пе-
реміщення. Нехай, наприклад, 1X , 2X  – шукані реакції 1-ї та 2-ї опор, тоді 
1 21 1 1 1 11 1 12 2 1





 , 1P , 11 , 12  – частини віддалення перерізу стержня, 
пов’язаного з 1-ю опорою, в напрямку реакції 1X , спричинені відповідно 
шуканими реакціями 1X , 2X , іншими причинами, що діють на стержневу 
систему, які узагальнено позначаються Р (заданими зовнішніми силами та 
моментами, зміною температури тощо), безрозмірними реакціями 1 1X  , 
2 1X  . 
Процедура “перетворення” статично невизначуваної конструкції в 
статично визначувану називається розкриттям статичної невизначуваності 
конструкції. Виконуючи цю процедуру методом сил, визначають так звані 
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“зайві” невідомі реакції в’язей, інакше кажучи ті, без яких конструкція бу-
ла б статично визначуваною. “Зайві” в’язі та їх реакції встановлюють са-
мостійно, їх кількість дорівнює ступеню статичної невизначуваності кон-
струкції n . “Зайві” реакції незалежно від їх природи (це сила або момент) 
позначають буквами Х з порядковим номером в індексі. 
Порядок розрахунку статично невизначуваної стержневої системи 
наступний: 
— розкривають статичну невизначуваність конструкції з викори-
станням методу сил, інакше кажучи визначають “зайві” реакції в’язей ме-
тодом сил; 
— розраховують отриману статично визначувану конструкцію зви-
чайними методами, інакше кажучи знаходять інші необхідні реакції з 
рівнянь рівноваги, визначають напруження, деформації, переміщення, ро-
зраховують конструкцію на міцність, жорсткість і т.д. 
Порядок розкриття статичної невизначуваності конструкції методом 
сил наступний. 
1. Визначають ступінь статичної невизначуваності конструкції n . 
2. Записують рівняння методу сил в загальному вигляді, число яких 
дорівнює n . 
Загальний вигляд рівняння методу сил для будь-якої 1 раз статично 
невизначуваної конструкції ( 1n  ): 
11 1 1 0PX    .      (2.3) 
Загальний вигляд рівняння методу сил для будь-якої 2 рази статично 
невизначуваної конструкції ( 2n  ): 
11 1 12 2 1







     

     
     (2.4) 
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3. Встановлюють самостійно, які в’язі та їх реакції 1X , 2X , … будуть 
“зайвими”. 
4. Конкретизують рівняння методу сил, знаходячи будь-яким 
відповідним методом (наприклад, методом Мора або способом Вереща-
гіна) коефіцієнти та вільні члени в цих рівняннях, які по суті є відповідни-
ми переміщеннями (віддаленнями). 
5. Розв’язують рівняння та знаходять шукані “зайві” реакції 1X , 2X , 
… 
Для визначення коефіцієнтів та вільних членів (переміщень) в 
рівняннях методу сил методом Мора або способом Верещагіна будують 
допоміжні розрахункові схеми. 
ОснСН – задана (та, що розв’язується) статично невизначувана ро-
зрахункова схема (система). З неї спочатку отримують еквівалентну їй ро-
зрахункову схему Е – це схема ОснСН, на якій замість вибраних в якості 
“зайвих” в’язей введені шукані “зайві” реакції 1X , 2X , … 
Із схеми Е отримують допоміжні розрахункові схеми: 
Р – силова схема – це схема Е без реакцій 1X , 2X , …; 
1 – перша одинична розрахункова схема методу сил – це схема Е, з 
якої видалені задані зовнішні сили і моменти та реакції 1X , 2X , … і 
замість реакції 1X  прикладене такого ж виду безрозмірне одиничне наван-
таження 1 1X  ; 
2 – друга одинична розрахункова схема методу сил – це схема Е, з 
якої видалені задані зовнішні сили і моменти та реакції 1X , 2X , … і 
замість реакції 2X  прикладене такого ж виду безрозмірне одиничне наван-
таження 2 1X   і т.д. (одиничних розрахункових схем стільки, скільки шу-
каних реакцій 1X , 2X , …). 
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Для визначення переміщень ij  і i  методом Мора або способом Ве-
рещагіна перемножують за методикою Мора функції або за методикою 
Верещагіна епюри внутрішніх зусиль, що діють в поперечних перерізах 
відповідних розрахункових схем: 
11  – в схемах 1 і 1, 
12 21    – в схемах 1 і 2, 
22  – в схемах 2 і 2, 
1P  – в схемах Р і 1, 
2P  – в схемах Р і 2 і т.д. 
При цьому виконується закон взаємності переміщень – ij ji   . 
В попередній задачі 1 метод сил був використаний для 2 рази ста-




ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ 
1. Яка область застосування методу сил? 
2. Яке твердження лежить в основі методу сил? 
3. Який кінематичний смисл рівняння методу сил? 
4. Який смисл коефіцієнтів та вільного члену рівняння методу сил? 
5. Що таке “зайві” в’язі та їх реакції, як вони встановлюються і яка їх 
кількість? 
6. Який порядок розрахунку статично невизначуваної системи з вико-
ристанням методу сил? 
7. Що таке розкриття статичної невизначуваності стержневої системи? 
8. Який порядок розкриття статичної невизначуваності конструкції 
методом сил? 
9. Які розрахункові схеми (системи) і як будують для визначення 
коефіцієнтів і вільних членів в рівняннях методу сил методом Мора 
або способом Верещагіна? 




Задача № 2 
Для заданої рами (рис. 2.1, табл. 2.1) підібрати двотавровий переріз і 
визначити переміщення перерізу А. Взяти 1 мl  , т 1,5n  . З двох зв’язків 1 
та 2 залишити той, що вказаний в табл. 2.1. 
 







Переміщення Матеріал N 
в’язі 
0 10    –30 40 wA верт Сталь25 2 
1     –15 25 35 wA гор Сталь30 1 
2 20    –20 30 θA Сталь40 2 
3 25 15     –25 θA Сталь35 1 
4     –10 30 20 wA гор Сталь50 2 
5 15 25     –20 wA верт Сталь55 1 
6 20    –10 40 θA Сталь50Г 1 
7 25 20     –35 θA Сталь10 2 
8 30 10     –30 wA верт Сталь60 2 










































































План розв’язування задачі 
1. Розкрити статичну невизначуваність рами, користуючись ка-
нонічними рівняннями методу сил. Для цього необхідно: 
– відкинувши зайвий зв’язок, побудувати найбільш раціональний 
варіант основної системи; 
– завантаживши основну систему заданим навантаженням і зайвим 
зусиллям, що замінює дію зайвого зв’язку, побудувати еквівалентну си-
стему; 
– записати канонічне рівняння методу сил; 
– завантажити основну систему по черзі заданим навантаженням і 
одиничною силою 1 1X   і записати вирази для згинальних моментів від 
заданих сил  PM x  та одиничної сили  1M x  (при використанні способу 
Верещагіна побудувати відповідні епюри), обчислити коефіцієнт та віль-
ний член канонічного рівняння за формулами Мора або Верещагіна; 
– розв’язати канонічне рівняння і визначити невідоме зусилля Х1; 
2. Побудувати епюру згинальних моментів для еквівалентної системи. 
3. Перевірити правильність розкриття статичної невизначуваності си-
стеми, переконавшись за допомогою метода Мора або Верещагіна, що пе-
реміщення в напрямку сили Х1 дорівнює нулю. 
4. З умови міцності на згин підібрати двотавровий переріз. 
5. Визначити вказане переміщення перерізу методом Мора або Вере-
щагіна. 
ПРИКЛАД 
Підібрати двотавровий переріз для рами, показаної на рис. 2.2, а, та 
визначити кут повороту перерізу А. При цьому constEI   для всієї рами, 
матеріал рами – сталь 20, для якої допустиме напруження на розтяг 
  160 МПа  . 
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Рама один раз статично невизначувана. Основну систему виберемо, 
відкинувши зайву в'язь – шарнірно-рухому опору (рис. 2.2, б). Заванта-
живши основну систему заданим навантаженням та зайвою невідомою си-
лою Х1, яка замінює дію відкинутого зв’язку, отримаємо еквівалентну си-
стему (рис. 2.2, в). 
Канонічне рівняння методу сил для один раз статично невизначуваної 
рами має вигляд: 









Отже, щоб визначити зайву невідому силу Х1, треба попередньо об-
числити коефіцієнт 11  та вільний член 1P . Їх визначимо методом Вере-
щагіна. Для цього основну систему завантажуємо заданим зовнішнім 
навантаженням і записуємо вирази для згинальних моментів від заданих 
сил  PM x  на кожній ділянці (рис. 2.2, г): 
ділянка  І   0 x l  :                              PM Px ; 
ділянка  IІ   0 2x l  :                         0PM  ; 
ділянка  IIІ   2l x l  :                        PM M ; 
ділянка ІV   0 x l  :                  2 2PM Pl M qx    . 
Будуємо епюру згинальних моментів PM  (рис 2.2, д). Для одиничної 
системи (рис 2.2, е): 
ділянка  І   0 x l  :    1 0M  ; 
ділянка  IІ   0 2x l  :   1M x ; 
ділянка  IIІ   2l x l  :   1M x ; 
ділянка  ІV   0 x l  :    1M l . 
За  цими   даними   побудуємо  епюру  згинальних  моментів  1M   
(рис. 2.2, е). 
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 Рис. 2.2 – До методу сил 
а) б)Основна система
в )Еквівалентна системаг ) Силова система
















































а) Задана система ) Основна система 
г) Силова система в) Еквівалентна система 
д) Епюра PМ , кН∙м 
 
е) Одинична система 
є) Епюра 1М , м ) Еквівалентна система 
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За допомогою епюр PM  та 1M  обчислимо коефіцієнт 11  та вільний 




1 1 1 1 1 1,33 м
2 3




40 10 1 1 10 1 1 28,33 кН м
2 4 3P
EI             . 







     

. 
Отже задана рама навантажена, як показано на рис. 2.2, ж. 
2. Будуємо епюру згинальних моментів М для еквівалентної системи, 
записавши спочатку вирази для згинальних моментів М на кожній ділянці: 
ділянка  І   0 x l  :                   M Px ; 
ділянка  IІ   0 2x l  :                21,3M x  ; 
ділянка  IIІ   2l x l  :            21,3M x M   ; 
ділянка ІV   0 x l  :  221,3 2M l M qx Pl     . 
Епюра згинальних моментів М  для цього випадку представлена на ри-
сунку 2.3, а. 
3. Перевіримо правильність розкриття статичної невизначуваності ра-
ми. З цією метою обчислимо переміщення перерізу В в напрямку сили Х1 за 
методом Верещагіна, враховуючи попередньо побудовані епюри згиналь-
них моментів М (рис 2.3, а) та 1M  (рис 2.2, є). 
На рисунку 2.3, б показано розшаровану епюру М на ІІ, ІІІ, ІV ділянках: 
ω1 – площа епюри М на ІІ і ІІІ ділянках від 1 21,3 кНX  ; 
ω2 – площа епюри М на ІІІ ділянці від 40 кН мM   ; 
ω3 – площа епюри М на ІV ділянці від 30 кНP  , 1 21,3 кНX   та 
40 кН мM   ; 




1 1 1 1 2 1
0,5 40 1 21,3 1 10 1 1 11,3 1
2 2 2 2 3 3В
w
                  
 
 
18,33 18,4 0,07     
В зв’язку з тим, що при розкритті статичної невизначуваності систе-
ми зайві невідомі визначаються з окресленою точністю, наслідки перевірки 
мають також похибку – шукані переміщення відрізняються від нуля. Тому 
при перевірці рекомендується окремо обчислювати суму додатних та 
від’ємних членів. Якщо виражене у відсотках відношення різниці між 
цими сумами до меншої з них невелике (до 5 %), то результат можна вва-
жати задовільним. 




  , 
отже статична невизначуваність рами розкрита правильно. 
4. Підберемо двотавровий переріз для еквівалентної системи, тобто 
для заданої рами з умови міцності рами: 
 maxM
W





З епюри згинальних моментів для еквівалентної системи (рис 2.3) 
витікає, що max 30 кН мM   . 









   

. 
Орієнтуючись на цей результат, вибираємо двотавр № 20a, для якого  
3203 смW  , 42030 смI  . 
5. На цьому етапі розрахунку визначимо кут повороту перерізу А ме-
тодом Верещягіна (або Мора). У зв’язку з цим розглянемо одиничну си-
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стему, тобто випадок, коли основна система в перерізі А завантажується 
одиничним моментом (рис 2.3, в). 
При цьому вирази для згинальних моментів M  на ділянках мають 
вигляд: 
ділянки  І і ІV:       1M   ; 
ділянки  IІ і IIІ:     0M  . 
Кут повороту перерізу A рами: 
21 1 1 22,97 кН м
1 30 1 1 11,3 1 1 10 1
2 3A EI EI







2 10 2030 10

   
  
. 
Від’ємний знак означає, що переріз A повертається у протилежному 
по відношенню до одиничного моменту, що прикладений в цьому перерізі, 
напрямку, тобто за годинниковою стрілкою. 
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3. НЕПЛОСКИЙ ЗГИН 
Складним або неплоским згином стержня називають згин, що викли-
кається навантаженнями, які не лежать в одній площині (рис. 3.1а). Окремим 
випадком складного згину є косий згин, за якого всі навантаження лежать в 
одній площині, але ця площина не збігається з жодною з площин, що прохо-





Рис. 3.1 – Схеми навантаження стержня в умовах загального випадку 
складного (а) і косого (б) згинання 
В обох випадках складного згинання задачу зводять до двох плоских 
згинів у площинах, що проходять через головні центральні осі інерції пере-
різу у і z. Для цього розкладають навантаження на складові у площинах ху і 
хz. Згинальний момент у довільному перерізі також буде представлений 
своїми складовими у головних площинах (рис. 3.2): 
sinyM M   і coszM M  ;   (
2 2
y zM M M  ). (3.1) 
 
Рис. 3.2  Аналіз напруженого стану в перерізі стержня 







         (3.2) 
За принципом суперпозиції нормальні напруження в довільній точці 
перерізу з координатами у, z знаходять як суму: 





           (3.3) 
Небезпечна точка перерізу при згині є найвіддаленішою від нейтраль-
ної лінії. Щоб знайти положення нейтральної лінії, слід скористатися умовою 
рівності нулю нормальних напружень в точках, що їй належать. Тоді з виразу 
(3.3) легко знайти тангенс кута нахилу нейтральної лінії до головної цен-






          (3.4) 
Згідно з рисунком. 3.2 небезпечними будуть точки перерізу А і В. Умо-



















      .    (3.6) 
Тут  
р
  і  
ст
  – допустимі напруження розтягу і стиску для матеріалу 
стержня відповідно. 
Епюра напружень будується на базовій лінії, яка перпендикулярна до 
нейтральної, як показано на рисунку. 3.2. 
Прогин осі балки також знаходять, розглядаючи покомпонентно про-
гини в головних площинах. Величина повного прогину знаходиться як гео-
метрична сума цих прогинів: 
2 2
y zw w w        (3.7) 
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Неплоский згин стержнів прямокутного перерізу 
Як видно з рис. 3.3, небезпечні точки А і В прямокутного перерізу, як 
найвіддаленіші від нейтральної лінії, є одночасно найвіддаленішими і від го-
ловних центральних осей перерізу у і z. 
 
Рис. 3.3 – Аналіз напруженого стану для прямокутного перерізу 
















      ,    (3.9) 
де yW  і zW  – моменти опору перерізу відносно головних центральних осей 
інерції. 
Слід зазначити, що даний випадок стосується і перерізів, які можуть 
бути вписаними в прямокутник, наприклад двотавр, швелер і т. ін. 
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ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ 
1. Який згин називають неплоским або складним? 
2. Який згин називають косим? 
3. В яких точках перерізу при косому згині виникають найбільші 
нормальні напруження? 
4. Яким принципом опору матеріалів користуються при розрахун-
ках стержнів в умовах неплоского згинання, розкладаючи навантаження по 
головних площинах? 
5. Як знайти положення нейтральної лінії перерізу при неплоскому 
згині, коли відоме положення силової лінії в цьому перерізі? 
6. Запишіть умову міцності для стержня прямокутного перерізу при 
косому згині. 
7. Чи може балка круглого перерізу сприймати косий згин? 
8. Як знайти величину прогину балки в довільному перерізі при не-
плоскому згині? 
9. Як знайти напрямок прогину балки в довільному перерізі при не-
плоскому згині? 
10. Чим відрізняються пружні лінії стержнів при плоскому і просто-
ровому згині? 
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Задача № 3 
На балку діє просторова система сил (рис. 3.4, табл. 3.1). З умови міц-
ності дібрати безпечний переріз балки вказаної форми. Вважаючи осі y і z 
(рис. 3.4) головними центральними осями заданого перерізу, розташувати йо-
го найраціональнішим чином. У небезпечному перерізі знайти положення 
нейтральної лінії і побудувати сумарну епюру розподілу напружень. Визна-
чити величину та напрямок повного прогину у вказаному перерізі А. Взяти 
1 мa  , T 1,5n  . 
Табл. 3.1 – Варіанти завдань до задачі 3 
Варіант 
,  кН мq
 
,  кНР  
,  кН мМ 
 
,  рад
 Переріз Матеріал 
0 10 12 14 π/3 [] Сталь 10 
1 12 14 18 π/6 ][ Сталь 20 
2 10 12 14 π/3 [] Сталь 10 
3 18 25 30 3π/4 [] Сталь 30 
4 2 6 8 5π/6 ][ Сталь 35 
5 6 10 10 4π/3   Сталь 40 
6 4 8 12 5π/4 [] Сталь 45 
7 8 15 15 7π/3 ][ Сталь 50 
8 16 18 30 π/4   Сталь 55 














Рис. 3.4 – Варіанти розрахункових схем балок  












План розв’язування задачі 
1. Зобразити в масштабі розрахункову схему. 
2. Розкласти всі навантаження на складові, що діють у головних площинах 
xy  та xz . 
3. Побудувати епюри згинальних моментів yM  і zM  (поперечними силами 
yQ  і zQ  в розрахунках на міцність та жорсткість знехтувати). 
4. Визначити небезпечний переріз балки. 
5. Вибрати раціональне розташування перерізу вказаної форми. 
6. Методом послідовних наближень дібрати переріз з розрахунку на міц-
ність за нормальними напруженнями. 
7. Визначити положення нейтральної лінії в небезпечному перерізі і побу-
дувати епюру сумарних напружень. 
8. Будь-яким з відомих методів визначити прогини балки в перерізі А у го-
ловних площинах xy  та xz , а потім обчислити величину повного прогину та 
знайти його напрямок у вибраній системі координат. Для цього слід накреслити 
переріз в масштабі, векторну діаграму переміщень його центру мас, зобразивши 
в певному масштабі знайдені вектори переміщень у головних площинах, та 
знайти вектор сумарного переміщення. Обчислити кут його нахилу відносно 
однієї з головних осей. 
Розв’язання задачі 
Дано (рис. 3.5): 10 кН мq  , 20 кНP  , 15 кН мM   , 1 мa  , 30   , 
переріз – [] (два швелери), матеріал – сталь 20 з модулем пружності 
52 10  МПаЕ    та границею текучості т 250 МПа  , коефіцієнт запасу міц-
ності 1,5Тn  . 
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1. Зобразимо розрахункову схему, розклавши попередньо всі сили на скла-
дові, що діють у головних площинах xy  та xz  (рис. 3.6). 
 
Рис. 3.5  Розрахункова схема балки  
для умов неплоского згину 
В даному прикладі слід розкласти лише рівномірно розподілене наванта-
ження q: 
3
10 cos30 10 8,66 кН м
2y
q       ; 
10 sin 30 10 0,5 5 кН мzq       . 
 
Рис. 3.6  Розрахункова схема балки  
модифікована 
2. Визначаємо опорні реакції в кожній площині з умов рівноваги балки (ро-
зрахункові схеми подані на рисунку. 3.7). 
У площині xy : 
1 1 0,5 1 15 8,66 1 0,5 0zB Cy y CyM R M q R             ; 
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1 1 1,5 15 1 8,66 1 1,5 0zC By y ByM M R q R               . 
Звідси 19,33 кНСyR  , 27,99 кНByR  . 
У площині xz : 
1 1 1 0,5 1 20 1 5 1 0,5 0yB Cz z CzM R P q R               ; 
1 2 1 1,5 1 20 2 5 1 1,5 0yC Bz z BzM R P q R               . 
Звідси 17,5 кНСzR  , 32,5 кНBzR  . 
3. Побудуємо в площинах xy  та xz  епюри згинальних моментів yM  і zM . 
Для цього запишемо вирази для згинальних моментів для кожної ділянки у 
відповідних площинах. Ці вирази нам знадобляться також при визначенні про-
гинів балки у заданому перерізі А. 
 
Рис. 3.7  Епюри згинальних моментів 
У площині xy : 
:  0 1 м :I x     z C yM x M R x    . 
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M x  . 
У площині xz : 
:  0 1 м :I x     y C zM x R x   . 






M x P x   . 
Підставляючи числові значення в отримані рівняння, будуємо епюри зги-
нальних моментів zM  і yM  (див рис. 3.7, а і б відповідно). 
4. Аналізуючи епюри згинальних моментів, приходимо до висновку, що 
небезпечним є переріз В. Тут діють моменти max 17,5 кН мyB yM M    і 
4,33 кН мzBM   . Інші перерізи, згідно з епюрами моментів, менш наванта-
жені. Тому саме для цього перерізу і проведемо необхідні розрахунки, пов’язані 
з добором безпечних розмірів швелерів та раціональним розташуванням пере-
різу, з них складеного, відносно головних осей інерції. 
5. Почнемо розрахунки з вибору раціонального розташування перерізу ба-
лки заданої форми відносно осей y і z. При цьому керуватимемось такими мір-
куваннями. 
Оскільки в площині xz діє більший за абсолютною величиною згинальний 
момент My, то саме в цій площині розмістимо висоту перерізу. Адже в цьому 
випадку більшому згинальному моменту відповідатиме більший момент опору 












Рис. 3.8 – Схема раціонального розташування перерізу балки відносно заданої 
системи координат 
6. Як відомо, для такого типу перерізів небезпечна точка збігається з одні-
єю з вершин умовного прямокутника, в який даний переріз вписується, і саме з 
тією точкою, в якій напруження, викликані дією моментів, мають один знак. 






     . 
Невідомими тут є моменти опору перерізу zW  і yW . Тому розрахунок ве-
дуть методом послідовних наближень. При цьому можна попередньо вибрати 
деякий номер швелера, визначити моменти опору складеного з цих швелерів 
перерізу і перевірити його на міцність. В разі значної розбіжності між діючим 
та допустимим напруженнями слід вибрати інший типорозмір, аж поки ця різ-
ниця не досягне мінімального значення. 
Примітка: перевантаження, коли діюче напруження  max   , допус-
кається до 3 %. 
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В нашому прикладі можна скоротити цей шлях, адже в небезпечному пере-
різі згинальний момент в одній площині ( yM ) значно перевищує згинальний 
момент в іншій площині ( zM ). Тому можна спробувати дібрати переріз з умови 
міцності лише в площині дії максимального моменту, а потім перевірити його 
на міцність з урахуванням іншої складової моменту. 





    . 






    . Отже, 
 
6







   

. 
Ми знайшли необхідний момент опору складеного перерізу відносно осі у. 










   , де 
iy
I   момент інерції одного швелера відносно осі у 
(див. Рис.. 3.5), отримаємо: 
30,5 0,5 105,42 =52,71 см
iy y
W W   . 
З таблиць сортаментів прокатної сталі вибираємо номер швелера з 
найближчим більшим значенням моменту опору. Це швелер № 14 з такими 
геометричними характеристиками: 140 ммh  , 58 ммb  , 0 16,7 ммz  , 
370,2 см
iy
W  , 3491 см
yi
I  , 345,4 см
zCi




Знаходимо моменти інерції zI  і yI  та моменти опору zW  і yW  для складе-
ного перерізу (див. Рис. 3.8): 
42 2 491 982 см
yCi
yI I    ; 
32 2 70,2 140,4 см
iy y
W W    ; 











   . 
Перевіряємо на міцність переріз з урахуванням zM : 
6 6
max 3 3
4,3 10 17,5 10
40,03 124,64











Умова міцності виконується. 
Отже, зупиняємось на перерізі, що складається з швелерів № 14. Проте, 
згідно з епюрами моментів (див. рис. 3.7), потенційно небезпечним є також пе-
реріз С. Хоч тут і діє тільки згинальний момент у площині хy, проте величина 
його ( 15 кН мzM   ) близька до величини максимального моменту у вибрано-
му нами небезпечному перерізі В, в той час як момент опору перерізу у цій 
площині zW  менший від yW . 











   

. 
Умова міцності виконується. 
7. Визначаємо положення нейтральної лінії в небезпечному перерізі В і бу-
дуємо епюру сумарних напружень. 
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Креслимо в масштабі переріз балки (рис. 3.9). 
Щоб спростити знаходження положення нейтральної лінії в перерізі та для 
більшої наочності, зручно спочатку показати положення силової лінії. Вона 
проходить через квадранти, в яких обидва моменти My і Mz викликають дефор-
мації волокон одного знаку: або стиск,  або  розтяг. Згідно  з  рис. 3.6 – це дру-









   
       
  
. 








   
                
. 
Проходить нейтральна лінія відповідно через перший і третій квадранти 
(про це свідчить і знак "−" у формулі для кута β). 
Проводимо нейтральну лінію і перпендикулярно до неї – базову лінію 
епюри сумарних напружень. Проводимо також базові лінії епюр розподілу 
напружень по сторонах перерізу. Небезпечні точки перерізу – найвіддаленіші 
від нейтральної лінії. Тобто це точки D i E. Тут діють максимальні напруження: 
стискувальні для точки D і розтягувальні для точки Е (знак напружень визна-
чаємо за напрямком дії згинальних моментів zM  і yM ).  
















   ; 
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            ; 







          . 
За отриманими даними будуємо епюри напружень (див. Рис. 3.9). 
 
Рис. 3.9  Епюри розподілу напружень у перерізі В 
8. Визначаємо прогини балки в перерізі А у головних площинах xy  та xz  
та величину повного прогину, користуючись методом Мора. 
Прогин у площині xy  позначимо Ayw , а у площині xz  – Azw . 
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Для визначення прогину у площині xy  до балки в перерізі А прикладаємо 
одиничну силу 1yP   (Рис. 3.10, а) та записуємо вирази для згинальних мо-
ментів на кожній ділянці стержня (точки відліку положень довільного перерізу 
х на кожній ділянці узгоджуємо з вибраними в п. 3 при визначенні згинальних 
моментів від заданого навантаження). 
У площині xy : 
:  0 1 ì :I x      1zM x x   . 
:  0 1 ì :II x      1zM x x   . 
 
Рис. 3.10  Схеми прикладання до балки одиничних навантажень при визначенні 
прогинів у перерізі А 
Користуючись виразами для згинальних моментів від заданого наванта-
ження, отриманими в п. 3, та одиничного навантаження, запишемо інтеграл 
Мора у вигляді: 
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15 10 19,33 10
2 3 82 10 622,98 10
x x x 
           
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5 4
10 15 19,33 8,66
0,016 мм.
2 3 82 10 622,98 10
      
    
 
Отже, величина прогину у площині xy  складає 0,016 ммAyw  . Знак „” 
означає, що прогин спрямований у бік, протилежний до напрямку одиничної 
сили yP  (див. рис. 3.10, а). 
Для визначення прогину у площині xz  прикладаємо в перерізі А одиничну 
силу 1zP   (рис. 3.10, б) і проводимо всі необхідні обчислення у послідовності, 
як і для площини xy . 
Вирази для згинальних моментів від одиничного навантаження: 
:  0 1 м :I x      1yM x x   . 
:  0 1 м :II x      1yM x x   . 
Інтеграл Мора: 
   
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x x x
  
               
 
           
     




Сумарний прогин знаходимо як геометричну суму знайдених прогинів: 
2 2 2 20,016 6,046 6,05 ммA Ay Azw w w     . 
Щоб визначити напрямок прогину, треба побудувати векторну діаграму 






Слід зазначити, що в нашому випадку напрямок сумарного прогину прак-
тично збігається з напрямком прогину в площині xz , оскільки Ay Azw w . Од-
нак, з метою показати методику таких обчислень повністю, зобразимо векторну 
діаграму переміщень без дотримання масштабів, вказавши лише реальні 
напрямки знайдених прогинів (рис. 3.11). 
Кут між напрямком сумарного прогину та віссю z знайдемо зі співвідно-
шення: 
0,016






   




Рис. 3.11  Векторна діаграма переміщень перерізу А 
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4. ПОЗАЦЕНТРОВИЙ РОЗТЯГ (СТИСК) 
Позацентровим розтягом або стиском називають випадок наванта-
ження стержня, коли лінія дії сили, що розтягає або стискає стержень, не 
збігається з його віссю (нагадаємо, що віссю стержня називають геометри-
чне місце центрів ваги його перерізів). 
Схему навантаження такого стержня можна звести до розтягу (стис-
ку) зі згином, якщо зовнішню силу перенести паралельно самій собі на вісь 
стержня, приклавши при цьому компенсуючий момент у площині переносу 
(на рисунку 4.1 б цей момент представлений компонентами відносно го-





Рис. 4.1 – Схеми навантажування стержня в умовах позацентрового розтя-
гання (а – вихідна схема; б – модифікована схема) 
Напруження в деякій точці перерізу з координатами у і z 
(Рис. 4.1 б) можна знайти як суму напружень від поздовжньої сили N=P і 
згинальних моментів My=P·zP і Mz=P·yP (в розглядуваному квадранті всі 






    .     (4.1) 









    
 
 









  – радіуси інерції перерізу відносно головних цен-
тральних осей інерції. 
Оскільки до напруження входять складові від згину, небезпечною 
точкою буде найвіддаленіша від нейтральної лінії. Для  визначення її по-
ложення можна скористатися рівнянням (4.2), прирівнявши його до нуля. 
















       (4.3) 
Небезпечними точками перерізу, згідно з рисунком. 4.2, є точки А і 
В. 
 




Умови міцності для цих точок запишуться так: 
 2 21
P P






      
 
 
,    (4.4) 
 2 21
P P






      
 
 
,    (4.5) 
Тут  р ,  ст  – допустимі напруження матеріалу на розтяг і стиск 
відповідно. Координати точок в цих умовах слід брати з урахуванням їх 
знаку. 
ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ 
1. Коли має місце позацентровий розтяг або стиск стержня? 
2. До якого виду складного опору стержня зводять позацентровий 
розтяг (стиск)? 
3. Де знаходиться небезпечна точка перерізу стержня при поза-
центровому розтяганні (стисканні)? 
4. Як знайти положення нейтральної лінії стержня при позацен-
тровому розтяганні (стисканні)? 
5. Як обчислити величин радіуса інерції відносно головної цен-
тральної осі перерізу? 
6. Де проходитиме нейтральна лінія перерізу, коли сила, що 
розтягає (стискає) стержень, прикладена в центрі ваги його перерізу? 
7. Що називають ядром перерізу? 
8. Де проходить нейтральна лінія, коли навантаження прикладене 
у вершині ядра перерізу? 
9. Що відбувається з нейтральною лінією, коли точка прикладан-
ня навантаження переміщується вздовж контуру ядра перерізу? 
10. Для яких матеріалів може бути небезпечним навантаження 
стержня, коли сила прикладена поза ядром перерізу? 
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Задача № 4 
Бетонна колона стискається силою Р, що діє паралельно осі колони, 
але не збігається з віссю (Рис. 4.1). Для заданого перерізу колони (табл. 4.1, 
рис. 4.2) визначити допустиме значення сили Р і побудувати епюру 
розподілення напружень в перерізі, якщо відома точка прикладання сили Р 
в системі координат z’, y’ і допустимі значення напружень на розтяг 










Рис. 4.1 – Приклад позацентрового стиску колони 




0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
а, см 70 65 50 45 40 45 50 55 60 65 
z’Р, см 40 30 20 15 10 15 25 35 40 15 
y’Р, см 30 10 25 20 15 20 25 20 25 30 
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Рис. 4.2 – Варіанти поперечних перерізів 























































































План розв’язування задачі 
1. Визначити положення центра ваги перерізу в системі координат  y’, 
z’. 
2. Провести головні центральні осі інерції y, z і визначити в цій систе-
мі координати точки прикладання сили (полюса) yP, zР. 
3. Обчислити головні центральні моменти інерції перерізу yI , zI  і ра-
діуси інерції yi , zi . 
4. Знайти відрізки yн, zн, що відсікаються нейтральною лінією на осях 
y, z, провести нейтральну лінію і визначити координати небезпечних (най-
більш віддалених від нейтральної лінії) точок. 
5. Обчислити допустиме значення сили Р з умов міцності в небезпеч-
них точках перерізу. 




До колони з перерізом, який показано на (рис. 4.3), прикладена сила Р 
в точці з координатами ' 5смPy  , ' 10смPz  . Визначити допустиму силу 
Р й побудувати епюру розподілення напружень в перерізі. 
1. Визначаємо координати центра ваги С перерізу. 
Розглядаючи переріз складеним з двох частин  прямокутника   8040 
см з центром ваги С1 і вирізу 5628 см з центром ваги С2, знайдемо коор-
динату 'Cy  центра ваги перерізу: 
1 1 2 2
1 2
' ' ' 20 80 40 26 56 28
' 14,8см
80 40 56 28
Ci i C C
C
i
y F y F y F
y
F F F
     
   
   

 . 


































Рис. 4.3 – Поперечний переріз колони 
 
2. Через центр ваги перерізу С проводимо головні центральні осі 
інерції перерізу  y, z. 
В цій системі координат точка прикладення сили (полюс) має коорди-
нати 9,3смPy   , 30 смPz   . 
3. Визначаємо головні центральні моменти інерції і радіуси інерції пе-
рерізу. 
Моменти інерції перерізу відносно головних центральних осей: 
 
3 3
440 80 28 56 1648128 см
12 12
I II
y y yI I I
 
     ; 
2 2
1 1 1 2 2 2
3 3
2 2 4
( ) ( )
80 40 56 28
( 5,7 80 40) ( 11,7 56 28) 123474,6 см .
12 12
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z z z z zI I I I a F I a F      
 
        
 
Радіуси інерції перерізу відносно головних центральних осей: 
 







   ; 
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   . 
 
4. Визначаємо положення нейтральної лінії і координати небезпечних 
точок. 
Відрізки ун і zн, які відсікає нейтральна лінія на головних центральних 
























    

 
Нейтральна лінія займає положення, яке показане на рис. 4.4. Небез-
печними будуть точки А і В, що найбільш віддалені від нейтральної лінії. 
При цьому в точці А діють максимальні стискувальні, а в точці В – макси-
мальні розтягувальні напруження. 
 
Координати небезпечних точок: 
14,3 смAy   ,     40 смAz   ; 
25,7 смBy  ,     40 смBz  . 











5. Визначаємо допустиме значення сили Р. 
Запишемо умови міцності для кожної з небезпечних точок і визначимо 
допустимі значення сили  P  і  P , які будуть задовольняти умови міц-
ності за стискувальними (т. А) і розтягувальними (т. В) напруженнями. 
Для точки А, враховуючи, що 0P  , маємо: 
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Для точки В: 
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З двох значень  P  і  P  вибираємо менше   163,2 кНP  . У цьому 
випадку будуть задовольнятися умови міцності і в т. А, і в т. В. 
6. Оскільки допустиме значення сили ми визначили з умови міцності в 
т. В, то під час дії цієї сили напруження в т. В будуть дорівнювати допу-
стимим – 2 МПа . Знаючи, що на нейтральній лінії    , можна легко по-
будувати лінійну епюру розподілення нормальних напружень в перерізі 
(див. рис. 4.4). 
62 
 
5 РОЗРАХУНОК КРУГЛОГО ВАЛА НА ЗГИН 
З КРУЧЕННЯМ 
При згині з крученням в перерізах стержня виникають крутні і зги-




             б) 
Рис. 5.1 – Аналіз напруженого стану в перерізі (а) і напружений стан в 
точці А (б) 
Оскільки в круга всі центральні осі є головними осями інерції, то 
нейтральна лінія завжди буде перпендикулярною до силової. Максимальні 
нормальні напруження виникають у найвіддаленіших від нейтральної лінії 
точках А і В, які лежать на перетині силової лінії і контуру перерізу. Разом 
з тим в точках, що належать контуру, діють і максимальні дотичні напру-
ження при крученні вала. Отже точки А і В є небезпечними точками пере-
різу. 
В якості прикладу проаналізуємо напружений стан в точці А. Якщо 
задані компоненти згинального моменту відносно осей у і z, то сумарний 
момент дорівнюватиме їх геометричній сумі: 
2 2
с y zM M M  .    (5.1) 
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За вказаних напрямків згинальних моментів в перерізі в точці А 
діють нормальні напруження розтягу, як показано на рисунку. 5.1 б, вели-






   .                (5.2) 





  .     (5.3) 
Оскільки напружений стан в цій точці плоский (рис. 5.1 а), для пе-
ревірки її на міцність слід скористатися одним з критеріїв міцності. Беручи 
до уваги, що вали переважно виготовляють з пластичних матеріалів (за-
звичай зі сталі), то користуються критерієм найбільших дотичних напру-
жень (третя теорія міцності) або питомої потенціальної енергії формозміни 
(четверта теорія міцності). Знайшовши головні напруження, умови міц-



























  – осьовий момент опору круглого перерізу. 
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Якщо вал виготовлений з іншого матеріалу, розрахункові напружен-
ня в умовах міцності слід визначати з використанням відповідно інших 
критеріїв міцності. 
ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ 
1. Як знайти небезпечний переріз стержня при згині з крученням? 
2. Де знаходиться небезпечна точка в круглому перерізі при згині 
з крученням стержня? 
3. Який вид напруженого стану реалізується при цьому в небез-
печній точці? 
4. В яких точках перерізу круглого стержня реалізується чистий 
зсув при згині з крученням? 
5. Які критерії міцності застосовують при розрахунках на 
міцність, коли матеріал стержня – крихкий? 
6. Якими критеріями слід скористатись, коли матеріал буде пла-
стичним? 
7. Для яких матеріалів користуються критерієм Мора при пе-
ревірці їх на міцність? 
8. Запишіть умови міцності для вала за третьою і четвертою тео-
ріями міцності, коли відомі згинальні і крутні моменти в перерізі. 
9. За якою теорією міцності (третьою чи четвертою) величина ро-
зрахункового моменту буде більшою? 





Задача № 5 
Сталевий вал зі шківом пасової передачі 3 та двома зубчастими коле-
сами 1, 2 (рис. 5.2, табл. 5.1) рівномірно обертається з швидкістю ω і пере-
дає потужність, задану на зубчастих колесах або на шківі і одному з коліс. 
Визначити діаметр вала, нехтуючи його власною вагою і вагою коліс 
та шківа. Кут зачеплення 20   , 1 ìa  , діаметр початкового  кола  коле-
са 1 1 0,5 мd  , діаметр шківа 3 0,25 мd  . Взяти коефіцієнт запасу 
T 1,5n  . 
 
Табл 5.1 – Варіанти завдань до задачі 5 















0 0 3 2   10  40 20 0,5 Сталь 60 
1 6  4 3  5 6  15 60  30 0,4 Сталь 55 
2 3  7 6  2 3  20 50 20  0,6 Сталь 50 
3 2   2  30  30 40 0,5 Сталь 45 
4 2 3  5 6  3  40 60  35 0,4 Сталь 40 
5 5 6  2 3  0 50 30 10  0,3 Сталь 35 
6  3  6  60  50 40 0,6 Сталь 30 
7 7 6  2  3 2  70 50  30 0,5 Сталь 25 
8 4 3  6  4 3  80 50 20  0,4 Сталь 20 



















План розв’язування задачі 
 
1. Визначити на шківі або колесі потужність, де її не задано, з умови 
рівномірного обертання вала, нехтуючи тертям у підшипниках. 
2. Обчислити зовнішні моменти кM  на кожному колесі та шківі, при-
клавши їх у відповідному напрямку. 
3. Визначити сили в передачах. 
4. Зобразити в аксонометрії схему навантаження вала, звівши сили до 
центрів ваги перерізів і розклавши їх на горизонтальні та вертикальні 
складові. 
5. Побудувати епюри крутних моментів та згинальних моментів у го-
ризонтальній та вертикальній площинах. 
6. Визначити небезпечний переріз. 
7. Обчислити діаметр вала за одним з критеріїв міцності, округливши 
його величину до найближчого більшого значення згідно з рекомендова-
ним рядом лінійних розмірів R 40  (див. додаток 1). 
 
ПРИКЛАД 
Дано (рис. 5.3): -150 c , 1 50 кВтN  , 2 30 кВтN  , 1 0,5 мd  , 




     , 2 902






     , матеріал – сталь 20 з границею текучості т 250 МПа  , 
коефіцієнт запасу міцності T 1,5n  . 
1. Визначимо потужність N2 на колесі 2 (за умовою задачі потужності 
N1 на колесі 1 і N3 на шківі 3 задані). Для цього скористаємось умовою рів-
номірного обертання вала. Орієнтуючись на напрямок дії моментів від за-
даного навантаження (див. рис. 5.2), запишемо: 
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1 2 3N N N  . 
Звідси 2 1 3 50 30 20 кВтN N N     . 
 
 
Рис. 5.3 – Схема навантаження вала 































T    

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     . 
4. Будуємо в аксонометрії розрахункову схему вала, звівши сили до 
центрів ваги перерізів і розклавши їх на горизонтальні і вертикальні скла-
дові (рис. 5.4). 
 
 
Рис. 5.4 – Розрахункова схема вала 
Визначаємо компоненти навантажень, вказані на рис. 5.4: 
1 1sin50 4,3 0,766 3,3 кНyP P     ; 
1 1 cos50 4,3 0,643 2,8 кНzP P     ; 
2 2 sin 20 5,7 0,342 1,9 кНyP P     ; 
2 2 cos20 5,7 0,94 5,4 кНzP P     . 
5. Будуємо епюри крутних та згинальних моментів у вертикальній та 
горизонтальній площинах. 
Визначаємо опорні реакції в кожній площині з умов рівноваги балки 
(розрахункові схеми подані на рисунку. 5.5). 
У вертикальній площині xy : 
2 1 33 1 2 4 3 1,9 1 3,3 2 14,4 4 0zA By y y ByM R P P P R                 ; 
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2 1 33 2 1 1 3 1,9 2 3,3 1 14,4 0zB Ay y y AyM R P P P R                . 
Звідси 4,6 кНAyR  , 17,6 кНByR  . 
У горизонтальній площині xz : 
2 13 1 2 3 5,4 1 2,8 2 0yA Bz z z BzM R P P R             ; 
2 13 2 1 3 5,4 2 2,8 1 0yB Az z z AzM R P P R             . 
Звідси 4,5 кНAzR  , 3,7 кНBzR  . 
Побудувавши епюри крутних моментів та згинальних моментів zM  і 
yM  у вертикальній і горизонтальній площинах відповідно (див. рис. 5.5), 
визначаємо небезпечний переріз. Для цього зручно спочатку побудувати 
епюру сумарного згинального моменту cM . Ординати цієї епюри в харак-
терних точках знаходимо за формулою: 
2 2
c z yM M M  . 
У перерізі 2: 
2 2
c2 4,6 4,5 21,16 20,25 6,4 кН мM       . 
У перерізі 1: 
2 2
c1 11,1 3,7 123,21 13,69 11,7 кН мM       . 
У перерізі В: 







T1=1 кН·м T3=0,6 кН·мT2=0,4 кН·м
0,4
0,6




P =2y 1,9 кН
R =Ay 4,6 кН R =By 17,6 кН








P =2z 5,4 кН
R =Az 4,5 кН R =Bz 3,7 кН
P =1z 2,8 кН
4,5
3,7




Мс    , кН·м
 
Рис. 5.5 – Епюри крутного та згинальних моментів 
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Проаналізувавши епюри крутного та сумарного згинального моментів, 
приходимо до висновку, що небезпечним є переріз В. Тут діє максималь-
ний крутний момент ( кр 0,6 кН мМ   ) та сумарний згинальний момент 
( с 14,4 кН мМ   ). 
6. Для визначення необхідного діаметра вала скористаємось третьою 









     . 














Тут 2 2звmax 14,4 0,6 207,36 0,36 14,41 кН мM       , допустиме 
напруження для сталі 20   т т 250 1,5 167 МПаn     . Отже, 
6







Згідно з рекомендованим рядом  лінійних  розмірів  R 40  (див. дода-
ток 1) остаточно приймаємо 96 ммd  . 
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6 РОЗРАХУНОК ПРОСТОРОВОЇ РАМИ 
Задача № 6 
Визначити розміри поперечних перерізів на кожній ділянці з умови 
міцності, якщо перша ділянка має круглий переріз, друга –квадратний і 
третя прямокутний з відношенням сторін 2h b  , при цьому прямокутний 
переріз розташувати раціонально (табл. 6.1, рис. 6.1). Довжина всіх ділянок 
1 мa  , коефіцієнт запасу міцності прийняти 1,5Тn  . 
 
Табл. 6.1. – Варіанти завдань до задачі 6 
 
Варіант ,  кН мq  ,  кНР  ,  кН мМ   Матеріал 
0 10 2qa  2qa  Сталь 10 
1 15 qa  22qa  Сталь 20 
2 20 3qa  22qa  Сталь 20 
3 10 5qa  2qa  Сталь 40 
4       −10 4qa  23qa  Сталь 50 
5       −20 2qa  21,5qa  Сталь 60 
6       −15 5qa  21,5qa  Сталь 10 
7 10 qa  22qa  Сталь 20 
8 30 1,5qa  2qa  Сталь 30 































































































План розв’язування задачі 
1. Побудувати розрахункову схему. 
2. Побудувати епюри внутрішніх силових факторів на кожній ділянці. 
3. Визначити небезпечні перерізи послідовно на кожній ділянці. 
4. Знайти небезпечні точки в небезпечних перерізах. 
5. Визначити напружений стан в небезпечних точках. 
6. Користуючись відповідними критеріями міцності, обчислити розра-
хункові напруження в небезпечних точках і з умови міцності визначити 
розміри перерізу. 
Розв’язання задачі 
Дано (рис. 6.2): 1 мa  , матеріал  Ст3, 5 кНP  , 25 кН мq  , 
















1. Побудуємо епюри (рис. 6.3). 
2. Розглянемо перший (вертикальний) стержень (рис. 6.4). Він кругло-
го поперечного перерізу. З розрахунку на міцність отримаємо допустиме 
значення діаметра круглого стержня. 
 
Рис. 6.2 – Розрахункова схема 
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   
 
. 
Рис. 6.4 – Епюри розподілу напружень у небезпе-
чному перерізі першої ділянки 





Візьмемо 92 мм d  . 
3. Розглянемо перший (горизонтальний) стержень (рис. 6.4, де у замі-
нити на z, а всі х – на у). Він також круглого поперечного перерізу. Розра-
хуємо його аналогічно попередньому стержню: 















   
 
. 
Візьмемо 68 мм d  . 
















  . 
Визначимо розміри перерізу без врахування крM : 
 
Рис. 6.5. – Епюри розподілу напружень у небезпе-
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 2 2 2 2екв III 4 130 4 39 154 МПа           . 
 







      . 
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Візьмемо 82 мм b  , 2 82 =164 мм h   . 
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 2 2екв III 70 4 18 79 МПа <       . 
Перевіримо точку 3 (див. рис. 6.6): 
3 3
2
25 10 6 33 10
92 МПа













0,795 18 14,3 МПа3
M
hb




 2 2екв III 92 4 14,3 96 МПа <       .
Рисунок. 6.6. – Епюри розподілу напружень у не-







7 ПРОЕКТУВАЛЬНИЙ РОЗРАХУНОК НА 
СТІЙКІСТЬ СТИСНУТИХ СТЕРЖНІВ 
Тонкі стиснуті або скручені тіла (тонкі стержні, пластини, оболонки) 
стійкість початкової форми можуть втратити раніше (при менших зовніш-
ніх навантаженнях), ніж міцність. 
Розглянемо стиснутий окремий або в складі конструкції стержень 
(рис.7.1). 
              
P
l








Умова стійкості даного стержня має вигляд 
у     ,                                                   (7.1) 
де   – діюче в стержні напруження, для розрахункової схеми, представле-
ної на рисунку. 7.1, а, P F   , а для рисунку. 7.1, б,  sinP F    , 
Рис.7.1 –  Розрахункові схеми 
а) б) 
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у    – допустиме напруження на стійкість, яке, на відміну від допустимо-
го напруження на міцність, залежить не тільки від матеріалу стержня, але й 
від його геометричних параметрів (довжини, форми та розмірів поперечно-
го перерізу) і умов закріплення. 
В теорії розрахунку стержнів на стійкість у    визначається само-
стійно або за допомогою коефіцієнта   зменшення допустимого напру-
ження матеріалу стержня на стиск. Розглянемо ці два способи докладно. 





    ,                                                   (7.2) 
де уn  – коефіцієнт запасу стійкості, 
кр  – критичне (небезпечне з точки зору втрати стійкості) напруження в 
стержні, при якому втрачається стійкість прямої форми стержня. Воно за-
лежить від гнучкості стержня ст . 
Якщо ввести поняття гнучкості   стержня в даній поздовжній пло-




  ,                                                (7.3) 
яка у одного й того ж стержня може бути різною в різних поздовжних 
площинах, де l, F, I – довжина, площа поперечного перерізу та момент 
інерції поперечного перерізу стержня відносно осі згину при втраті стій-
кості в даній поздовжній площині,   – коефіцієнт, який враховує вплив на 
гнучкість умов закріплення стержня, його значення: 
— при шарнірному закріпленні кінців стержня 1  ; 
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— при жорсткому закріпленні кінців 0,5  ; 
— якщо один кінець закріплений жорстко, а інший шарнірно 0,7  ; 
— якщо один кінець закріплений жорстко, а інший вільний 2  . 






     
 
.                                (7.4) 
При самостійному розрахунку спочатку визначають гнучкість 






,                                              (7.5) 
де Е, пц  – модуль пружності (модуль Юнга) та границя пропорційності 
матеріалу стержня при стиску. 
Якщо виявиться, що ст гр    (стержень гнучкий), то кр  визначають 







.                                                  (7.6) 
Якщо ст гр    (стержень малогнучкий), – то за формулою Ясинсь-
кого 
кр стa b    ,                                             (7.7) 
де а, b беруть в довіднику із отриманої дослідним шляхом таблиці в за-
лежності від матеріалу стержня. 
2) Визначення у    за допомогою коефіцієнта  . 
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 у       ,                                               (7.8) 
0 1   – коефіцієнт зменшення допустимого напруження на стиск    
матеріалу стержня, його беруть із довідника в залежності від ст  і ма-
теріалу стержня. 
Недоліком першого способу визначення у    є громіздкість, а обох 
способів – відсутність для багатьох матеріалів дослідних таблиць для a, b, 
 . 
Розрахунок на стійкість з метою визначення допустимого наванта-
ження не викликає великих труднощів незалежно від способу визначення 
у   . Також неважко визначити допустимі геометричні розміри стержня 
на основі першого способу знаходження у   . При визначенні допусти-
мих розмірів у випадку використання коефіцієнта   необхідно застосувати 
процедуру послідовних наближень. 
Розглянемо порядок підбору розмірів поперечного перерізу стисну-
того стержня методом послідовних наближень: 
1. Початок 1-го наближення: приймають орієнтовне значення 
1 0,5
  . 









3. За значенням площі 1F  вибирають відповідні їй поперечні розміри, 
знаходять момент інерції 1I , коефіцієнт закріплення кінців   в головних 
центральних поздовжніх площинах стержня – 1xyI , 1xzI , xy , xz  (якщо в 
цих площинах вони різні). 
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4. Знаходять гнучкість стержня в головних центральних поздовжніх 
площинах – 1xy , 1xz  за формулою (7.3), а також гнучкість стержня 
 1ст 1 1max ,  xy xz    . 
Примітка. В подальших наближеннях розрахунки на етапах 3 і 4 про-
водять тільки для небезпечної поздовжньої площини стержня, гнучкість в 
якій в 1-му наближенні виявилась найбільшою. 
5. Визначають коефіцієнт 1 , який відповідає отриманій в 1-му наб-
лиженні гнучкості 1ст  за допомогою табличної функції 
 1 1ст ,  матеріал стержня    . 
















      
та повторюють всі етапи спочатку, виконуючи таким чином наступне наб-
лиження, а якщо 1 5%  , то закінчують розрахунки, приймаючи в якості 
кінцевих результатів поперечні розміри, що вибрані в останньому набли-
женні. 
Примітка. Даний критерій закінчення наближень випливає із того, 
що умова стійкості виконується “добре” (ліва її частина не перебільшує і 
близька до правої частини), якщо в неї входять орієнтовний коефіцієнт 1
  
та вибрана гнучкість 1ст , проте гнучкості 1ст  відповідає свій коефіцієнт 
1 , який може не співпадати з “чужим” для неї орієнтовним коефіцієнтом 
1
 . Тому, щоб виконувалась “добре” умова стійкості, необхідно, щоб 
коефіцієнти 1
  і 1  ненабагато відрізнялись один від одного. 
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ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ 
1. Що таке втрата стійкості? 
2. Запишіть умову стійкості стиснутого стержня. 
3. Від чого залежить допустиме напруження на стійкість? 
4. Які є два способи визначення допустимого напруження на 
стійкість? 
5. Що таке критична сила та критичне напруження? 
6. Як визначається гнучкість стержня? 
7. Як враховуються умови закріплення кінців стержня в розрахунку на 
стійкість? 
8. Запишіть і поясніть формули Ейлера та Ясинського. 
9. Який порядок підбора поперечних розмірів стержня методом 
послідовних наближень? 
10. Поясніть суть критерія закінчення наближень в методі послідовних 




Задача № 7 
Для заданого стояка (рис. 7.2, табл. 7.1), що стиснений осьовою силою 
Р, підібрати переріз (рис. 7.3, 7.4), попередньо раціонально його розташу-
вавши. Конструкцію опор стояка показано у двох проекціях. Складений 
переріз працює як одне ціле. Матеріал – сталь Ст3, допустиме напруження 
на стиск   160 МПа  . 
 




0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
,  кНР  260 280 400 240 380 320 370 400 360 300 




Рис. 7.2 – Варіанти розрахункових 




Рис. 7.3 – Варіанти суцільних попе-
речних перерізів стиснутих стержнів 
(варіант. А) 
Рис. 7.4 – Варіанти складених попе-
речних перерізів стиснутих стержнів 
(варіант. Б) 
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План розв’язування задачі 
Задача розв’язується методом послідовних наближень з використан-
ням таблиці коефіцієнтів зменшення основного допустимого напруження. 
1. Проаналізувавши умови закріплення кінців стояка у двох площинах, 
побудувати розрахункову схему. 
2. Прийнявши значення коефіцієнта зменшення основного допустимо-
го напруження 1 0,5...0,6  , визначити площу поперечного перерізу і з 
урахуванням форми перерізу обчислити радіуси інерції yi , zi . 
3. Для забезпечення максимальної жорсткості стержня в цілому пере-
різ розташувати так, щоб вісь координат, відносно якої переріз має біль-
ший радіус інерції, була перпендикулярна до площини, в якій коефіцієнт 
зведення довжини μ має більше значення. Обчислити гнучкості стержня у 
двох площинах. Подальший розрахунок вести для площини найбільшої 
гнучкості. 
4. За обчисленим значенням максимальної гнучкості знайти, викори-
стовуючи табличні дані, коефіцієнт 1  (за необхідністю – методом інтер-
поляції). Якщо різниця між заданим і знайденим значеннями коефіцієнта 
перевищує 5%, розрахунки повторити, задаючись новим значенням 
коефіцієнта 2 , що дорівнює середньому арифметичному двох попередніх, 
і т. д. 
5. Для остаточного значення площі перерізу обчислити напруження в 
стержні і порівняти з допустимими напруженнями на стійкість 





Для стояка, який представлений на рисунку. 7.2, варіант. 0, що 
стискається силою 300 кНP  , підібрати переріз, який складається з двох 
швелерних профілів (рис. 7.4, варіант. 9). Довжина стояка 5 мl  . Ма-




Рис. 7.5 –  Розрахункова схема 
 
1. Аналізуючи, які в’язі накладає закріплення кінців стояка у двох 
площинах, будуємо розрахункову схему (рис. 7.5) і встановлюємо значення 
коефіцієнтів зведення довжини   у кожній площині. Переріз стояка буде-
мо підбирати, використовуючи умову стійкості 
 P
F




















    
   
. 







F    . 
За таблицею сортаменту підбираємо швелер № 16а , для якого 
' 219,5 смF  , 4' 823 смyI  , 
4
' 78,8 смzI  , 6,8 смb  , 0 2,00 смz  . 
 
Рис. 7.6 – Поперечний переріз стояка 
Визначаємо положення головних центральних осей перерізу y, z і об-
числюємо головні центральні моменти інерції перерізу (рис. 7.6): 
4
'2 2 823 1646 смy yI I    ; 
2 ' 2 4
' 02 ( ) 2 78,8 (6,8 2) 19,5 1056,16 смz zI I b z F              . 























Оскільки y zi i , переріз розташовуємо так, щоб вісь y була перпенди-









(жорсткість закріплення менша), тобто до площини I (див. рис. 7.5). При 
такій орієнтації перерізу різниця в гнучкості стержня в обох площинах бу-
де мінімальна. 




















    . 
Небезпечною є площина І, в якій гнучкість стержня максимальна. То-
му подальший розрахунок стержня на стійкість будемо вести в площині І. 
За допомогою таблиць для гнучкості знаходимо коефіцієнт 1 , що 
відповідає 76,9I  . При цьому використовуємо метод інтерполяції. За 
таблицями для 70   − 0,81  , для 80   − 0,75  . Тоді 
1
0,81 0,75
' 0,81 6,9 0,77
10

     . 
Оскільки 1 1'   , переходимо до другого етапу розрахунку. 
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    
   
. 







F    . 
За таблицями сортаменту підбираємо швелер № 14, для якого 
' 215,6 смF  ; 4' 491 смyІ  ; 
4


























    . 
За таблицями для 89,5I   методом інтерполяції визначаємо 
2
0,75 0,69
' 0,69 0,5 0,693
10

     . 
Оскільки різниця між значеннями 2  і 2'  менша 5 %, на останньому 
перерізі можна зупинитися. 
Перевіримо виконання умови стійкості стержня, що складений з двох 








   
 
 6 '2112 10  Па 112 МПа 0,693 160 110,9 МПа         . 
Переріз перевантажено. Підраховуємо його перевантаження: 
112 110,9
100 % 1 %
110,9

    . 
Перевантаження допустиме, оскільки воно менше 5 %. 
Отже заданий стояк необхідно виготовити з швелерів № 14. 
94 
 
8 РОЗРАХУНОК СТЕРЖНЕВОЇ СИСТЕМИ З 
ВРАХУВАННЯМ СИЛ ІНЕРЦІЇ 
У випадку, якщо тіло рухається з прискоренням, якими неможливо 
знехтувати, в тілі можуть виникнути додаткові динамічні деформації із-за 
різниці прискорень сусідніх елементів, а значить, і напруження. Таке 
навантаження тіла називається динамічним, а задача – динамічною зада-
чею опору матеріалів. 
Динамічні деформації і напруження відсутні у випадку поступально-
го руху тіла в зв’язку з тим, що в кожний момент часу всі його точки ма-
ють однакові за величиною та направленням прискорення і в ньому не ви-
никають відносні переміщення сусідніх елементарних мас. 
Динамічну дію навантажень можна звести до розв’язання статичних 
задач, грунтуючись на принципі Даламбера, вводячи в кожний момент ча-
су розподілені по об’єму тіла сили інерції. 
Якщо сили інерції знайти важко, як, наприклад, при ударному наван-
таженні, то для обрахування динамічних напружень і деформацій викори-
стовують закон зберігання енергії. 
В задачі про раму, що швидко обертається, використовується підхід, 
оснований на принципі Д’Аламбера. Раму в певний момент часу умовно 
зупиняють, вводячи сили інерції. При цьому раму розбивають на елемен-
тарні частини довжиною dx , прикладають до кожної частини силу інерції, 
яка дорівнює добутку миттєвого прискорення ділянки dx  на її масу: 
dP dm a         (8.1) 
і направлена в протилежну від прискорення сторону. Після цього, зважаю-
чи на малість ділянок dx , отримані сили інерції розподіляють рівномірно 




 .      (8.2) 
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Після збирання елементарних частин отримують статичну задачу про 
раму, що навантажена розподіленими по довжині стержнів рами силами. 
У випадку постійної у часі кутової швидкості обертання рами з 
незмінною геометрією відцентрові сили інерції, що вводяться, за величи-
ною також постійні у часі і виходять в кожний момент часу статичні задачі 
з однаковою розрахунковою схемою. Тому всі моменти часу для рами є 
однаково небезпечними з точки зору динамічних напружень і деформацій, 
які виникають в рамі. 
ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ 
1. Яка задача опору матеріалів називається динамічною? 
2. За рахунок чого при динамічному навантаженні в тілі виникають 
напруження? 
3. В якому випадку динамічні напруження і деформації в тілі, що ру-
хається, відсутні? 
4. В чому полягає принцип Даламбера? 
5. Як розподілені по тілу сили інерції? 
6. Як розв’язують динамічні задачі опору матеріалів, якщо сили інерції 
знайти важко? 
7. Які сили інерції виникають в рамі, що обертається з постійною ку-
товою швидкістю? 
8. Розкажіть порядок ввода сил інерції при розрахунку рами, що обер-
тається. 
9. Який момент часу для рами незмінної геометрії, що обертається з 
постійною кутовою швидкістю, є небезпечним з точки зору ди-
намічних напружень і деформацій, які виникають в рамі? 
10. Як розраховують умовно зупинену після ввода сил інерції раму? 
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Задача № 8 
Для системи, що складається з сталевого вала АВ і пов'язаних з ним 
стержнів того ж діаметра (Рис 8.1, табл 8.1), визначити з умови міцності гранич-
ну кутову швидкість обертання, якщо 0,4 ìL   і   100 МПа  . 
 
Табл. 8.1 – Варіанти завдань до задачі 8 
Варіант 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
d, см 1 1.5 2 2.5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 
k 0 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0 1 





Рис. 8.1  Варіанти розрахункових схем до  задачі 8 
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План розв’язування задачі 
1. Обчислити розподілені сили інерції q(x), що діють на окремі стержні під 
час обертання вала АВ. 
2. Розглядаючи вал зі стержнями як раму, що навантажена силами інерції, 
зобразити розрахункову схему системи. Обчисливши рівнодійні розподілених 
сил інерції, визначити реакції в опорах. 
3. Побудувати епюри згинальних моментів М, поздовжніх сил N і встано-
вити небезпечний переріз. 




Рама, що виготовлена із стержнів круглого перерізу діаметром d, 
обертається відносно вертикальної осі з кутовою швидкістю   (Рис. 8.2). 
Дано: 0,4 мl  , 1 смd  , 29,81 м cg  , матеріал – сталь: 
  100 МПа  , питома вага 380 кН м  . 
Знайти:    з умови міцності рами. 








1. Умовно зупинимо раму, приклавши до неї, згідно з принципом Да-
ламбера, сили інерціі  1q x , 2q ,  3q x  (Рис. 8.3). 
Сили інерціі, що діють на елементарні ділянки стержнів довжиною 
dx : 
 2 22 2 2d d d dP m a F x l F l xg g
  
        
 
, 
де 2a  – відцентрове прискорення ділянки dx  стержня ΙΙ; 
       2 21 3 1 1d d d d dP x P x m a x F x x F x xg g
  
         
 
 






q F l q
x g

    , 
 




q x q x F x q
x g l

















Рис. 8.3 – Розрахункова схема еквівалентної нерухомої рами 
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Отже сила інерціі 2q  розподілена вздовж стержня ΙΙ рівномірно (за за-
коном “прямокутника”). Рівнодійна 2P  дорівнює площі ії епюри (прямо-
кутника) (рис. 8.4): 
2P ql . 
 
Сили інерції  1q x  та  3q x  розподілені вздовж стержнів Ι та ΙΙΙ ліній-
но (за законом “трикутника”). Їх рівнодійні 1P  та 3P  дорівнюють площі 
трикутника (Рис. 8.5):  
1 3
1
2P P ql  . 
 
2. Визначимо реакції опор AR  і BR  з рівнянь рівноваги рами, викори-
стовуючи замість сил інерції 1q , 2q , 3q  їх рівнодійні 1P , 2P , 3P  (Рис. 8.6): 
1P
l  
 1 0 0q 
 1q l q  






Рис. 8.4 – Рівнодійна сила на ділянці II 
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  0:j A
j
M          1 2 2 02 B
l
Pl P R l     , 
1 2
1 1 1 1
2 4 4 4 2B
ql
R P P ql ql     ; 
0:j
j




R P P P R ql     . 
 
3. Побудуємо епюри внутрішніх згинальних моментів M  та поздов-
жніх сил N  (рис. 8.10). 
Визначимо внутрішні моменти і сили в перерізах x . 
Ділянка Ι (рис 8.7):      0 1x  : 
   1 0j S
j
M x M  ; 






N x X q x x q
l
       , 
2 =P ql
3











Рис. 8.6 – Визначення реакцій
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 1 0 0N  ,          1
1
2
N l ql  . 
 
Ділянка ΙΙ (рис. 8.8):      0 x l  : 








qlx qx  ; 
 2 0 0M  ,           22M l ql ; 
 2 0j
j






Рис. 8.7 – Визначення внутрішніх зусиль на ділянці I 
Рис. 8.8 – Визначення внутрішніх зусиль на 




Ділянка ΙΙΙ (рис. 8.9):      0 x l  : 
  23 2j B
j
M x X R l ql    ; 
   3 3
1
2j B Aj
N x X R R q x x       
2 21 5 1 1
2
2 2 2 2
x x
ql ql q ql q
l l
      , 
 3 0 2N ql ,        
   3 1,5N l ql . 
 
Ділянка ΙV (рис 8.9):      0 2x l  : 
   4
1
2Bj Sj
M x M R x qlx    , 
 4 0 0M  ,           24 2M l ql ; 
 4 0j
j
N x X   . 




Визначимо допустиму кутову швидкість обертання рами [ω] з умови 
міцності рами за нормальними напруженнями. 









A M N A
z
M N ql ql ql l
W F dd d d
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Примітка. Без врахування внутрішніх поздовжніх сил N отримаємо 







   
 
, 
  115,42 с  .
Рис. 8.11 – Епюри напружень в небезпе-
ному перерізі A рами 
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9 РОЗРАХУНОК НА МІЦНІСТЬ ПРИ УДАРІ 
Явище удару має місце коли швидкість розглядуваного елемента кон-
струкції протягом дуже малого проміжку часу змінюється на скінченну ве-
личину.  При цьому виникають великі прискорення які приводять до появи 
значних сил інерції. Визначення сили удару Рл пов’язане з великими труд-
нощами, оскільки не відомі: 1) час протягом якого швидкість рухомого тіла 
зменшується від свого максимального значення в момент зіткнення з тілом, 
що ударяється (початок удару), до нуля після деформації останнього 
(кінець удару), 2) невідомі місцеві пластичні деформації, 3) хвильові про-
цеси, 4) втрати енергії через опори. У зв’язку із зазначеними труднощами, 
що виникають при визначенні динамічних сил і відповідно напружень та 
деформацій, в інженерній практиці виходять з так званої технічної теорії 
удару, яка ґрунтується на таких припущеннях: 
1) При співударянні рухомих тіл виконується закон збереження енергії 
зменшення кінетичної енергії системи дорівнює збільшенню потенціальної 
енергії деформації тіл. 
2) Не враховують втрати енергії на місцеві пластичні деформації. 
3) Не враховують інерцією маси тіла, що зазнає удару. 
4) Не враховують пружних хвиль у тілах і  відскоків тіл. 
5) При співударянні тіло, що ударяє, рухається разом з тілом, що зазнає 
удару, до розвитку найбільших деформацій.   
6) Залежність між силами та деформаціями  відповідає закону Гука. 
7) Деформації миттєво поширюються по всьому об’єму тіла. 
8) Динамічні деформації  подібні статичним деформаціям з точністю до 
множника. 
Розглядається удар при падінні вантажу Q  з висоти H  на довільну 
пружну систему (рис. 9.1).  При статичному прикладанні сили Q  точка її 
прикладання переміщається на величину δС. При падінні вантажу з висоти Н 
унаслідок удару на систему  діятиме динамічна сила Рд, більша ніж сила Q, і 
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переміщення δД буде більше за δС. 
 
Зміна переміщень та деформацій при ударі порівняно з переміщеннями 
(деформаціями) при статичній дії того самого навантаження характери-
зується коефіцієнтом динамічності 
kд д с       (9.1) 
звідки динамічну деформацію через статичну можна виразити формулою 
kд д с      (9.2) 
Враховуючи лінійний зв’язок між напруженнями та деформаціями при-
пускаючи, що модулі пружності при статичній і ударній дії навантаження 
однакові, можна за аналогією з попередньою формулою  встановити зв’язок 
між статичним та динамічним напруженнями: 
k
д д с
       (9.3) 
яке виникає в пружній системі під дією сили Рд від падаючого вантажу. Щоб 
використати попередні формули, треба визначити коефіцієнт динамічності 
kд.  
На підставі технічної теорії удару зміна потенціальної енергії падаючо-
го тіла   дорівнює потенціальній енергії деформації пружної системи U   
.U       (9.4) 
Зміна потенціальної енергії падаючого тіла   дорівнює вазі тіла Q  на 
Рис. 9.1 – Розрахункова схема удару при падінні вантажу Q  
з висоти H  
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висоту його переміщення  H    
 ,ДQ H         (9.5) 




       (9.6) 
і за законом збереження енергії   
 1 ,2 P Q H         (9.7) 
виражаємо сили через переміщення   
, ,P c Q c c        (9.8) 
де c  жорсткість системи, яка дорівнює силі яка викликає одиничне перемі-
щення, одержуємо 
 21 ,2




   
  
   
    (9.9) 
Таким чином одержуємо квадратне рівняння відносно ,  з якого 
2 2 ,Hc C c          (9.10) 
ділемо на статичне переміщення і знаходимо коефіцієнт динамічності 
 1 1 2 .K Нд с       (9.11) 
Знак «мінус» перед радикалом треба відкинути, бо знак динамічної де-
формації не може бути протилежним знаку статичної. 
Маючи на увазі, що H=v2/2g (v — швидкість падаючого вантажу в мо-















       (9.13) 
коефіцієнт динамічності можна виразити так: 
1 1 /0k Т Uд c   ,                             (9.14) 
де T0=QH — кінетична енергія падаючого вантажу в момент початку 
удару; Uс — потенціальна енергія деформації системи, що зазнає удару, 




U Qc c c EF
   .     (9.15) 
Якщо Н=0, тобто коли вантаж не падає на стрижень, а прикладається рапто-
во, то, згідно з формулою, коефіцієнт динамічності kд=2.Оскільки висота па-
діння вантажу Н завжди більша за δс, то здебільшого при визначенні коефіці-
єнта динамічності у виразах під коренем одиницею порівняно з другим дода-
нком нехтують тоді матимемо 
1 2 /k Нд с      (9.16) 
або 
1 /0k Т Uд c   .      (9.17) 
Таким чином розрахунок  на удар зводиться до такої послідовності : 
1. визначення статичного переміщення, 
2. визначення статичних напружень, 
3. визначення коефіцієнта динамічності, 
4. визначення динамічних напружень. 
Умова міцності при ударі має вигляд 
max [ ]д д Т Тn    .    (9.18) 
Коефіцієнт запасу міцності Тn можна вибрати таким, як і при статич-
ному навантаженні, оскільки динамічність вже відображена у розрахункових 
формулах коефіцієнтом кд. Однак, враховуючи наближеність розглянутого 




Визначимо динамічні напруження, що виникають у стрижнях підвіс-
ки, при падінні вантажу Q = 0,25 кН з висоти Н = 1 см (рис 9.2). Площа по-
перечного перерізу мідних похилих стрижнів АС і ВС FM = 0,2 см
2, площа 
поперечного перерізу сталевого стрижня FCT = 0,25 см
2, довжина сталевого 
стрижня lсм = 2,4м; довжина похилих стрижнів lм = 2 м. 
Динамічні напруження в сталевому стрижні визначимо за формулою 
kд д с   
Напруження в стрижнях при статичній дії навантаження 
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МПаМПаk стсдстд 94104,9..    
МПаМПаk мсдмд 7,672,74,9..    
Напруження при скручувальному ударі 
При ударному крученні можна, виходячи з енергетичного балансу (U 
= T), дістати формулу для визначення максимальних дотичних напру-
жень, аналогічну тій, що була здобута при поздовжньому ударі: 
сдд k  max       (9.19) 
Тут, як і раніше, 
cд Hk 211       (9.20) 
 
де δc — переміщення точки співудару в напрямі удару під дією статично 
прикладеної сили Q. 
 
Рис. 9.3 – Кривошип 
Нехтуючи деформацією кривошипа і вважаючи, що внаслідок малості 
переміщення точки співудару його проекція на вертикаль дорівнює дов-
















      (9.22) 
де Q — вага падаючого вантажу; R — радіус кривошипа; l — довжина ва-
ла (рис. 9.3). 
Якщо вантаж раптово прикладається до кривошипа (H = 0), то кое-
фіцієнт динамічності kд = 2. 
У машинобудуванні ударне кручення найчастіше спричинюється не 
падінням тих чи інших вантажів, а силами інерції мас, що обертаються з 
великими прискореннями. Це має місце в основному при гальмуванні 
швидкообертових валів, що несуть маховики. 
Для виведення розрахункових формул розглянемо вал із закріпле-
ним на кінці маховиком, що обертається зі сталою кутовою швидкістю ω. 
Подібну систему, наприклад, зображено на рис. 9.4.  
Раптово загальмуємо вал на відстані l від маховика, приклавши де-
який момент Mд, який треба визначити. При цьому маховик завдяки запа-
су кінетичної енергії продовжує рух, скручуючи вал. Отже, ділянка вала 
завдовжки l скручується моментом Mд (момент гальмування і момент сил 
інерції маховика). 
 
Рис 9.4 – Вал із маховиком 
Динамічні скручувальні моменти, напруження τд і кути закручування 
φд визначимо, виходячи із закону збереження енергії Т0 = Uд .  Кінетична 



















 ,  (9.23) 
де Jpm — полярний момент інерції маси маховика; Q — вага маховика; D 








  ,     (9.24) 
де Jp=πd
4/32 — полярний момент інерції круглого перерізу вала діаметром 
d. 













M ppmp  0
2
.     (9.26) 
Тепер можна визначити максимальне дотичне напруження та динаміч-


















 —полярний момент опору круглого перерізу. 
Враховуючи вираз для Мд, формулу для максимальних дотичних на-





max 2 ,     (9.28) 
де F — площа поперечного перерву вала.     
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ПРИКЛАД 9-1 
Диск діаметром D=20 см і вагою Q=0,5 кН. жорстко насаджений на вал 
АВ завдовжки l=1м і діаметром d=6 см обертається зі сталою кутовою 
швидкістю, що відповідає п=120 хв-1. Визначимо найбільші дотичні на-
пруження у валу при раптовій зупинці кінця А. Масою вала нехтуємо. Мо-
дуль зсуву G=8∙104 МПа. 
Для визначення максимального напруження при ударному крученні 
скористаемося формулою  
lF
GT0
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Гвинтова пружина, що працює на стискання, виготовлена із сталево-
го дроту квадратного перерізу  b=6 мм. Середній діаметр витка пружини  
D=12 см, кількість витків п=18. Знайдемо статичне навантаження, яке 
стисне пружину на λ=2,5 см. Припускаючи, що той самий вантаж падає на 
ненавантажену пружину з висоти Н=10 см, визначимо осадку пружин і 
найбільше дотичне напруження при ударі G=8∙104  МПа. 







де         
        RQM кр  ;   Rnl 2 ;   































Згідно таблиць, при h/b=1 (h=b) при  коефіцієнт  β=0,141. 
Визначимо осадку пружини при падінні вантажу Q = 15 Н з висоти Н=10 
см: 
сдд k    
де 












підставляючи значення kд і δс у вираз знайдемо 
смсмn 105,24   
Максимальні дотичні напруження у витку пружини 
сдд k    
де ккрс WM max ,
32 bhbWK    
















а максимальне динамічне напруження МПаМПаk сдд 80204    
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ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ 
1. Який спосіб прикладання сили називається ударом? 
2. Який фізичний зміст має коефіцієнт динамічності? 
3. Чому дорівнює мінімальний коефіцієнт динамічності? 
4. Яку форму повинна мати балка фіксованої довжини щоб коефіцієнт 
динамічності був мінімальним? 
5. При ударі у яку точку А чи В коефіцієнт динамічності буде більший?  
 
6. В якому випадку коефіцієнт  динамічності буде більший?  
 
7. Як визначити коефіцієнт  динамічності при горизонтальному русі 
тіла? 
8. За рахунок яких конструктивних факторів можна зменшити 
коефіцієнт  динамічності? 
9. Визначити коефіцієнт  динамічності якщо дано: , , ,E I l H  
 




Задача № 9 
 Для заданої пружної системи (рис. 9.5, табл. 9.1) визначити макси-
мальне напруження, яке виникає в системі при ударі тіла вагою Q. Задане 
тіло падає з висоти H. Матеріал системи – сталь, h, b розміри прямокут-
ного поперечного перерізу, d  діаметр круглого перерізу. 
Табл. 9.1 – Варіанти завдань до задачі 9 
Варіант Q, H H, м а, м с, м h, см b, см d, см 
0 100 0,02 1 0,5 6 3  
1 200 0,04 2 1   6 
2 300 0,03 1,5 1 6 2  
3 400 0,05 2,5 1,5   4 
4 400 0,06 3 1,5 8 3  
5 600 0,07 3,5 2   8 
6 700 0,01 4 2 10 3  
7 800 0,08 3 2   7 
8 900 0,09 4 3 10 5  































































Рис 9.5 – Варіанти розрахункових схем  
до задачі 9 
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План розв’язування задачі 
1. Прикласти до системи статично в місці падіння тіла в напрямку падіння 
силу, що дорівнює вазі тіла, і побудувати епюру згинальних моменнтів. 
2. Визначити будь-яким методом статичне переміщення точки падіння 
тіла в напрямку падіння. 
3. Визначити коефіцієнт динамічності. 
4. Визначити максимальне статичне напруження в системі, що виникає 
від дії ваги тіла. 
5. Обчислити максимальне напруження в системі в момент удара (дина-
мічне напруження. 
ПРИКЛАД 9-3 
Дано (Рис 9.6): 1000 НQ  , 0,004 мH  , 6 смd  , 0,5 мa  , 1 мc  , 







Рис. 9.6 – Розрахункова схема 
1. Прикладаємо до системи в місці падіння тіла в напрямку падіння 
статичну силу, що дорівнює вазі тіла, знаходимо реакції опор і будуємо 
епюру згинальних моментів (Рис 9.7, а, б): 
BR Q ,      2A BH H Qc a  . 
2. Обчислюємо статичне переміщення точки падіння груза в верти-
кальному напрямку, використовуючи метод Верещагіна (або іншим мето-
дом). Будуємо епюри згинальних моментів від одиничної сили (Рис. 9.7, в).  
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Рис. 9.7 – Розрахункова схема (а) та епюри згинальних моментів від сили Q 
(б) і одиничної сили 1Q   (в) при статичному навантаженні 
2
ст
1 1 2 1 2
2 2
2 2 3 2 2 2 2 3 2 6 2
Q c c Q c c c Qc c
a a
EI ЕI
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   
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. 
5. Визначаємо максимальне напруження в рамі в момент удару. Так 
як в межах закону Гука напруження і переміщення зв’язані лінійними за-
лежностями, то 





















а) б) в) 
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10 ДОСЛІДЖЕННЯ ВЛАСНИХ КОЛИВАНЬ 
СИСТЕМИ З ДВОМА СТУПЕНЯМИ ВІЛЬНОСТІ  
Коливання – одне з найбільш поширених явищ у природі,  фізиці, 
механіці. Коливання елементів конструкцій часто являються   причиною 
багатьох аварій. Тому при проектуванні механічних систем  інженеру не-
обхідно знати основні властивості та закони коливань. 
Реальні механічні коливання системи континуальні,  неконсервативні 
й нелінійні. Дослідження таких систем дуже важкі, тому часто в практич-
них  задачах розглядають спрощені коливальні системи. 
Дослідження коливань складних елементів конструкцій  можна   зве-
сти до дослідження системи з однією ступінню свободи та з декількома.  
Предмет та задачі теорії коливань. 
Наука про основні закони коливань має назву  теорія коливань. Ко-
ливання – це процес почергового зростання та убування за часом значень 
якої-небудь величини. За своєю природою розрізняють коливання механі-
чні, електричні та ін. 
Механічні коливання можуть бути як корисними, так і некорисними 
для людини. Тому існують дві задачі теорії коливань: збудити малою си-
лою корисні коливання та послабити шкідливі. До числа корисних можна 
віднести коливання, які використовуються при вібротранспортуванні, за-
биванні свай, укладанні ґрунтів та ін. Шкідливими являються: коливання 
неврівноважених обертальних частин машин, коливання різця при обробці 
металу, землетрусу та т.п. 
Класифікація коливальних процесів. 
Розрізняють два основних класи коливальних процесів: періодичні, 
при яких кожне значення коливальної величини повторюється через рівні 
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проміжки часу; неперіодичні, які не задовольняють вказаній умові, а також 
не дуже періодичні, 
До найбільш поширених періодичних коливань відносяться гармоні-
чні або синусоїдальні. В залежності від характеру збудження коливання 
можуть бути вільними, вимушеними, самозбуджуючими (автоколивання) 
та параметричними. 
Вільними називаються коливання, які виникають в ізольованій сис-
темі завдяки зовнішньому збудженню, яке викликає початкове переміщен-
ня системи від положення рівноваги, а потім продовжуються під дією від-
новлювальної сили. 
Вимушеними називаються коливання пружної системи, викликані та 
підтримані впродовж всього процесу коливань зовнішніми періодично 
змінними збуджуючими силами. Вимушені коливання відбуваються з час-
тотою збуджуючої сили та підтримуються за рахунок безперервного прип-
ливу енергії зовні. 
Автоколивання – коливання системи, які виникають за рахунок са-
мозбудження, збудження коливань надходженням енергії від неколиваль-
ного джерела, яке регулюється рухом самої системи. Прикладом автоколи-
вань можуть служити вібрація частин літака (флатер), коли джерелом до-
даткової енергії, підтримуючої коливання системи, являється енергія пові-
тряного потоку. 
Параметричними називаються коливання пружної системи, в процесі 
яких під дією сил періодично змінюються фізичні параметри системи, які 
характеризують масу та жорсткість системи. 
Прикладом параметричних коливань можуть служити поперечні ко-
ливання маси  на обертальному стержні некруглого перерізу, який має різ-
ні моменти інерції відносно головних осей. 
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СИСТЕМИ ЗІ СКІНЧЕННИМ ЧИСЛОМ 
СТУПЕНІВ ВІЛЬНОСТІ 
1. Квадратичні форми і матриці параметрів 
Реальну механічну коливальну систему, яка має нескінченне число 
ступенів вільності, для спрощення моделюють системою із скінченним чи-
слом ступенів вільності. Відхилення (переміщення) системи з N ступенями 
вільності від положення рівноваги визначають значення N узагальнених 
координат qj, які утворюють вектор (матрицю–стовпець). 
Для складання диференціальних рівнянь коливань найчастіше вико-
ристовують метод рівнянь Лагранжа другого роду. Застосовують також 
принцип Д'Аламбера, методи будівельної механіки (методи сил і перемі-
щень) та ін. 
Якщо використовується метод рівнянь Лагранжа другого роду, то 
спочатку складаються вирази для кінетичної та потенціальної енергій а та-









T a q q
 








П c q q
 
      (10.1) 
Числові значення цих коефіцієнтів визначають, складаючи вирази 
(10.1) в конкретних задачах. Якщо хоч одна з узагальнених швидкостей не 
дорівнює нулю, то квадратична форма Т і відповідна їй матриця [а] будуть 
додатньо визначеними. Квадратична форма П і матриця [с] будуть додат-
ньо визначеними у випадку стійкого положення рівноваги. З додатної ви-
значеності матриць [а] і [с] випливає додатна визначеність усіх головних 
мінорів (за теоремою Сільвестра), а також існування обернених матриць 
[а]–1, [с]–1. Остання називається матрицею питомих переміщень (піддатли-
востей):  
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Вирази квадратичних форм в індексній формі можна представити і в 
матричному вигляді 
           1 1; ;
2 2
T T
T q a q П q c q                      (10.2) 
2. Форми диференціальних рівнянь вільних коливань системи 
Вигляд квадратичних форм, матриць і рівнянь коливань системи з N 
ступенями вільності залежить від вдалого вибору узагальнених координат. 
У довільному випадку квадратичні форми Т і П мають добутки швид-
костей або координат, матриці [а] і [с] відповідно побічні елементи, а ди-
ференціальні рівняння — інерційний (через другі похідні за часом) чи 
пружний зв'язок (через координати). 
Дійсно, підставивши в рівняння Лагранжа другого роду 
0
j j j
d T T П
dt q q q
  
  
                          
(10.3) 
вирази (10.1) або (10.2) для Т і П, дістанемо загальну форму диференціаль-




jk k jk k
k k
a q c q
 
                                 (10.4) 
в матричному вигляді 
         0 ,a q c q                             (10.5) 
Рівняння коливань пружної лінійної системи можна дістати інакше, 
застосовуючи методи переміщень або сил. Згідно з першим методом, уза-
гальнені сили виражаються через переміщення {q} 
{Q} = [c] {q},                                   (10.6) 
а згідно з другим, навпаки, переміщення виражаються через сили {Q}  
{q} = [δ] {Q},                                 (10.7) 
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За принципом Д'Аламбера підставимо узагальнені сили інерції  
{Q} =    qm   в ліву частину (10.6) або в праву (10.7). Дістанемо відповідно 
       m q c q   = {0}                            (10.8) 
або обернену несиметричну форму диференціальних рівнянь 
       m q q    = {0}                            (10.9) 
3. Розв´язання рівнянь вільних коливань 
Розглянемо матричне диференціальне рівняння вільних коливань, 
записане, наприклад, у загальній формі: 
        0a q c q    .                            (10.11) 
Частинний розв´язок цього рівняння шукаємо у вигляді головних 
(синхронних і синфазних) коливань 
     cosq A u t                               (10.12) 
де  u  – матриця-стовпець (вектор) амплітудних коефіцієнтів (форма коли-
вань, власний вектор); А – амплітуда головних коливань, яка дорівнює ам-
плітуді коливань першої узагальненої координати, якщо вважати u1l=1. 
Підставивши (10.12) у (10.11), матимемо матричне рівняння для ку-
тової частоти ω і вектора  u : 
       2 0c a u                                    (10.13) 
Нетривіальний розв’язок рівняння (10.13) відносно вектора  u  існує 
тільки в тому випадку, коли 
    2det 0c a                                      (10.14) 
Арифметичні значення квадратних коренів з ωl
2 є власними кутови-
ми частотами коливальної системи. Впорядкована сукупність власних час-
тот 
1 2 ... l N        
називається спектром власних частот. 
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ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ 
1. Предмет та задачі теорії коливань 
2. Класифікація коливальних процесів 
3. Форми диференціальних рівнянь вільних коливань системи 
4. Записати  матричне диференціальне рівняння вільних коливань ко-
ливної системи з 2-ма ступенями вільності 
5. Що називається спектром власних частот 
6. Записати рівняння вільних коливань за методом сил 
7. Записати рівняння вільних коливань за методом переміщень 
8. Записати вирази для квадратичних форм кінетичної та потенціаль-
ної енергій в індексному вигляді 
 9.  Записати вирази для квадратичних форм кінетичної та потенціаль-
ної енергій в матричному вигляд 
10. Яким чином власна кутова частота пов’язана з періодом 
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Задача № 10 
Вал має два диски масою 1m  та 2m . Необхідно визначити дві власні 
частоти згинальних коливань валу та відповідні власні форми коливань, 
масою валу знехтувати. 
Варіанти задачі  вибирають по двозначному шифру (табл. 10.1 та рис. 
10.1). 
 
Табл. 10.1 – Варіанти завдань до задачі 10 
Шифр мl,  кгm ,1  кгm ,2  
м
kH
k ,  
0 1,0 1 1 100 
1 0,9 2 3 200 
2 0,8 3 5 300 
3 0,7 4 6 400 
4 0,6 5 7 500 
5 1,0 6 2 400 
6 1,0 5 3 300 
7 0,9 4 5 500 
8 0,7 3 2 200 









Рис. 10.1– Варіанти розрахункових схем до задачі 10 
 129
План розв’язання задачі 
1. Скласти рівняння коливань для даної системи (рис.10.1) 
2. Знайти власні частоти. 
3. Обчислити амплітудні коефіцієнти, зобразити на малюнку власні 
форми коливань. 
4. Перевірити ортогональність власних форм коливань 
 
ПРИКЛАД 10-1 
Вільні коливання системи з двома степінями вільності 
Необхідно визначити власні частоти згинальних коливань валу вико-
ристовуючи метод сил.  
Вихідні дані: 1 24 ; ; .m m m m l   
Визначення власних частот методом сил 
 
Рис. 10.2 – Система з двома ступенями вільності 
Рівняння методу сил мають вигляд:  
1 11 1 1 12 2 2
2 21 1 1 22 2 2
;
w m w m w









Роз’вязок шукаємо у вигляді: 
1 1 2 2cos ; cos ;w W t w W t    
2 2
1 11 1 1 12 2 2
2 2
2 21 1 1 22 2 2
;
W m W m W
W m w m W
   
   
  

    
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Значення ij  знаходимо способом Верещагіна. 
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Розкриваючи визначник, отримуємо характеристичне рівняння     ві-
дносно 2 : 
4 2
1 2 11 22 1 2 12 2 22 1 11( ) ( ) 1 0;m m m m m m            
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Визначимо форми коливань. 
2 2
11 1 12 2 1
2 2








   
   
    
   















    
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2). 22 32.16 ;
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   12 221; 2.1;W W    





   
    
   
 
 
Рис. 10.4 – Форми коливань 
Перевіримо виконання умови ортогональності: 
11 1 21 21 2 22 0;
1 4 1 2 2.1 0.
W m W W m W
m m
 





Необхідно визначити власні частоти згинальних коливань валу вико-
ристовуючи метод сил.  
Вихідні дані: 1 23 ; ; .m m m m l    
Для визначення ij
 





















Рис. 10.5– Приклад системи з двома ступенями вільності 
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 Рівняння методу сил мають вигляд:  
1 1 11 1 2 12 2
2 1 21 1 2 22 2
w m w m w









   
 Розв’язок шукаємо у вигляді: 
 cosi iw W t    
1 1
2 2
11 1 2 12 2
2 2
2 1 21 1 2 22 2
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W m W m W
   










22 1 01 11 2 12 2
2 2 1 02 221 21 1 2
W m m W
m W W m
   













1 15 3 2 15 1 15 5 2 15 75
2 16 2 3 16 2 16 2 3 16 64
l l
ЕI EI





1 3 15 2 3 1 15 3 3 1 3
2 2 16 3 8 2 32 2 2 3 8 615
102415 3 3 1 3 1 15 2 3




              
    
           
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отримаємо визначник  
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Перевірка ортогональності. Умови ортогональності 













де  m – матриця інерції.  
   
3 0 1 3





    
               






1 7,8 10 3,14 20 94 0,92 10 0.92m г кг
       
 
3 2 3
2 7 10 3.14 50 31 1,7 10 1,7m г кг
         
101 135 33,5
А ВС Д
                                
Рис. 10.6 – Система з двома ступенями вільності 
Момент інерції: 8 41,373 10I H м        
11 8 22.1 10 1,373 10 2883,3EI H м         
1 1 0.92 9.8 9.016Q m g H          







   
Визначення власних частот методом сил 
Рівняння методу сил мають вигляд  
1 11 1 1 12 2 2
2 21 1 1 22 2 2
;
w m w m w







   
Розвязок шукаємо у вигляді: 
2cos ; cos( );i i i iw W t w W t        
Підставимо в рівняння руху: 
2 2
1 11 1 1 12 2 2
2 2
2 21 1 1 22 2 2
;
W m W m W
W m w m W
   




    
2 2
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RA =0,142 RB =1,142
Q1 =16,66RB =22.88RA =2,796
 
Рис. 10.7 – Розрахункова схема
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4 2 2 4
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1 2.883 10   ; 
3
2 6.605 10 .    
Визначимо форми коливань: 
– у першому випадку при 31 10883.2   матимемо: 
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– у другому випадку при 32 6.605 10    матимемо: 
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Перша форма Друга форма 
Рис. 10.8 – Форми коливань 
Оскільки однією з властивостей власних форм коливань є їх ортого-
нальність, то перевіримо виконання цієї умови: 
      0Тl sW a W   , 1, 2l S  .           
   
0,92 0 1 1
1 0.57 0.92 0.969 0,92 0,92 0 ;
0 1,7 0,949 0,949
     
            
       





11. РОЗРАХУНКИ НА МІЦНІСТЬ ЕЛЕМЕНТІВ 
КОНСТРУКЦІЙ ЗА УМОВ ПОВТОРНО-ЗМІННОГО 
НАВАНТАЖУВАННЯ 
Напруження, які виникають в деталях машин при їх експлуатації, у 
більшості випадків, є змінними у часі. Під дією змінних напружень в мате-
ріалі деталі відбувається процес поступового накопичення пошкоджень, 
який призводить до утворення тріщин, їх розвитку і, в результаті, до руй-
нування. 
Цей процес зветься втомою матеріалів. Здатність матеріалу проти-
стояти втомі називається витривалістю. 
Під час змінного навантажування матеріал руйнується за напружень, 
що значно менші від напружень статичного навантажування. За цих умов 
напруження руйнування є нижчим не тільки за границю міцності, але і за 
границю текучості та пружності матеріалу. Таким чином, границя міцності 
та границя текучості, отримані під час статичного навантажування, не мо-
жуть бути характеристиками міцності матеріалу, що зазнає дію змінних 
напружень.  
У розрахунках на циклічну міцність використовується інша характе-
ристика матеріалу, а саме, границя втоми, або витривалості, яка визнача-
ється з випробувань матеріалу на втому. 
За характером зміни у часі процес навантажування поділяють на ре-
гулярний та нерегулярний. Далі будемо розглядати тільки випадок регуля-
рного навантажування. 
Відповідно до визначення, змінні напруження   мають циклічний 
характер. Тобто через деякий час T , що називається періодом, величина і 
знак напруження повторюються. Сукупність послідовних значень напру-
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жень за один період їх змінювання називається циклом змінювання напру-
жень.  
На практиці найбільше поширення має синусоїдальний цикл  
(рис.11.1).  
 
До параметрів циклу відносять: 
max  – максимальне напруження; 
min  – мінімальне напруження; 
m  – середнє напруження : 2
minmax 

m ;      
a  – амплітудне напруження: 2
minmax 

a ;     
  – розмах напруження: a 2 ;       





 r ; 
Між параметрами існують прості залежності: 
max  am ; 
min  am . 
(11.1) 
Цикли з однаковими коефіцієнтами асиметрії звуться подібними.  
 
Рис. 11.1 – Параметри циклу змінювання напружень 
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Виділяють такі характерні цикли: симетричний ( 1r ) та відну-
льовий або пульсуючий ( 0r ). 
За симетричного циклу maxmin   ; max a ; 0m . 
За віднульового циклу 0min  ; 2max  ma . 
Всі наведені вище формули є справедливими і для кручення, якщо в 
них   замінити на  . У випадках коли при циклічному навантажуванні 
контроль здійснюється за деформаціями (жорсткий режим навантажуван-
ня) ті самі формули використовуються і для відповідних деформацій. 
Звичайно в розрахунках на втому елементів конструкцій та деталей 
машин використовують характеристики втоми матеріалів, які одержують у 
лабораторних умовах на гладких зразках діаметром 7-8 мм при симетрич-
ному згинанні або розтяганні-стисканні. Значення границі витривалості де-
талі д1  звичайно у 2…6 разів менше за границю витривалості лаборатор-
них зразків 1 Ця різниця характеризується загальним коефіцієнтом зни-
ження границі витривалості, який відображає сукупний вплив різноманіт-








                                          (11.2) 











21 ,                                 (11.3) 
де 1i , 1i  – коефіцієнти, що враховують негативний вплив ко-
жного з факторів. Якщо вплив факторів позитивний (наприклад, зміцнення 
поверхні), то коефіцієнти i  і i  необхідно поміняти місцями. 
У практичних розрахунках на втому, найбільш поширеним є варіант 
коефіцієнту зниження границі витривалості, коли враховується вплив тіль-
ки трьох факторів: концентрації напружень, розмірів деталі і якості оброб-
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ки поверхні. Вплив цих факторів оцінюється коефіцієнтами K ,   і  , ві-
дповідно. 





K , де K  – ефективний коефіці-
єнт концентрації напружень,   – коефіцієнт впливу абсолютних розмірів 
перерізу,   – коефіцієнт впливу стану і якості поверхні. 
У більшості випадків розрахунки на міцність деталей, які працю-
ють при змінних навантаженнях виконують як перевірочні. Це пов’язано 
з тим, що загальний коефіцієнт зниження границі витривалості на поча-
тку проектування деталі можна визначити лише орієнтовно, так як уяв-
лення про розміри і форми деталі на цьому етапі є приблизними. 
У випадку проектувального розрахунку на витривалість використо-
вують метод поступових наближень. Спочатку з умови на статичну міцно-
сті за зменшеними допустимими напруженнями визначають попередні ро-
зміри деталі. Після виконання робочого креслення деталі проводять пе-
ревірочний розрахунок де вже враховується змінність навантажень. Для 
небезпечних перерізів деталі визначають дійсні коефіцієнти запасу n  і по-
рівнюють з допустимою величиною   1n . Розміри деталі корегуються до 
виконання умови міцності:  nn  . 
Допустима величина коефіцієнта запасу  n  залежить від виду і при-
значення деталі. В машинобудуванні для сталевих деталей приймають, як 
правило,   0,33,1 n . 
Коефіцієнт запасу міцності визначають як відношення максималь-













дn  .                            (11.4) 
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Визначення коефіцієнта запасу міцності залежить від виду напруже-
ного стану в небезпечній точці деталі. 







1 ,                                         (11.5) 
де a  амплітуда фактично діючих напружень, K  загальний коефіцієнт 
зниження границі витривалості, 1  границя витривалості матеріала за 
симетричного циклу. 
За асиметричного циклу граничним напруженням може бути гра-
ниця витривалості R  ( R ), або границя текучості T  ( T ). Тому 
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Тn  .                                  (11.7) 
У розрахунках звичайно обчислюють обидва коефіцієнти   nn   і 








   – коефіцієнт впливу асиметрії циклу на граничні ам-
плітуди нормальних напружень, де 1  і 0  границі витривалості матері-
ала за симетричного та віднульового циклів, відповідно. Аналогічно       
обчислюється . 
Якщо границі витривалості для симетричного і віднульового циклу 
не відомі, то приблизне значення коефіцієнта   для сталі можна визначи-
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ти за формулою, що рекомендована ГОСТом 25.504-82: 
в 
410202,0 , де в  береться у МПа. Для дотичних напружень 
відповідна формула виглядає так: в 
410101,0 . 
В умовах плоского напруженого стану при наявності нормальних і 
дотичних напружень повний коефіцієнт запасу міцності на витривалість 









 , де n  і n  - 
коефіцієнти запасу за нормальними та дотичними напруженнями, 
відповідно. 
При визначенні коефіцієнтів n  і n  використовують принцип не-
залежності дії сил. Тобто, при обчисленні n  не враховують дотичні 
напруження, а при обчисленні n  - нормальні. 
ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ 
1. Яке явище називають втомою матеріалів, що розуміють під витрива-
лістю? 
2. Що таке цикл напружень? Які параметри характеризують цикл 
напружень?  
3. Які цикли звуться подібними? Описати симетричний та віднульовий 
цикли напружень. 
4. Що уявляє собою крива втоми?  Як визначаються границя витрива-
лості та границя обмеженої витривалості? 
5. Що характеризує загальний коефіцієнт зниження границі витрива-
лості? Як він визначається? 
6. Як виконується проектувальний розрахунок на витривалість? 
7. Як записується умова міцності в розрахунках на витривалість? 
8. Як обчислюється  коефіцієнт запасу міцності у випадку симетрично-
го циклу? 
9. Як обчислюється  коефіцієнт запасу міцності у випадку асиметрич-
ного циклу? 
10. Як обчислюється  коефіцієнт запасу міцності в умовах склад-




Задача № 11-1 
Розрахунок на міцність шарнірно-стержневої системи за 
повторно-змінного розтягання-стискання 
Обчислити коефіцієнт запасу міцності , заданої шарнірно-
стержневої системи (рис. 11.2, табл. 11.1), навантаженої силою Р, що змі-
нюється у межах від  до  . Стержні АВ і ВС мають круглий попе-
речний переріз і виконані із вуглецевої сталі з характеристиками міцності: 
в =420 МПа, T =250 МПа, p1 = 160 МПа. Площі поперечних перерізів 
стержнів позначені  і . Концентратори напружень відсутні.  




, см2 , см2 , кН , кН , град , град 
0 Поліров. 7,5 5,8 100 40 30 45 
1 Шліфув. 7,0 5,6 95 35 60 15 
2 Тонк.обт. 6,5 5,4 90 30 45 20 
3 Груб.обт. 6,0 5,2 85 25 30 30 
4 Наяв.окал. 5,5 5,0 80 30 45 60 
5 Поліров. 5,0 4,8 75 15 60 25 
6 Шліфув. 4,5 4,6 70 20 45 45 
7 Тонк.обт. 4,0 4,4 65 15 30 40 
8 Груб.обт. 3,8 4,2 60 10 45 35 









Рис. 11.2 – Варіанти розрахункових схем до задачі 11-1 
 148
План розв’язування задачі 
1. Визначити зусилля в стержнях АВ і ВС з рівнянь рівноваги вузла 
В. 
2. Обчислити максимальні та мінімальні напруження в стержнях. 
3. Знайти амплітудні і середні напруження в стержнях. 
4. Знайти загальний коефіцієнт зниження границі витривалості . 
5. Обчислити коефіцієнти запасу міцності  (відносно границі ви-
тривалості) та Tn  (відносно границі текучості), заданої шарнірно-
стержневої системи. Вибрати найменше значення  Тnnn ;min  . 
ПРИКЛАД 11-1 
Дано: cхема навантажування стержневої системи представлена на 
рисунку. 11.3, ,  . Поверхня стержнів піддава-
лась грубому обточуванню. Концентратори напружень відсутні. Характе-
ристики міцності сталі: в =420 МПа, T =250 МПа, p1 = 160 МПа. 
 
Рис. 11.3. – Схема навантажування стержневої системи 
Розв’язання задачі 
1. Розглянемо рівновагу вузла В (рис. 11.4). Вирізаємо цей вузол і 
проектуємо всі сили на осі координат: 
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Так як в стержні АВ напруження більші, то далі будемо розглядати 
тільки цей стержень. 








5. де K  – ефективний коефіцієнт концентрації напружень,   – 
коефіцієнт впливу абсолютних розмірів перерізу,   – коефіцієнт впливу 
стану і якості поверхні. 
Значення коефіцієнта впливу концентрації напружень 1K , так як 
за умовою задачи концентратори напружень відсутні. Значення коефіцієн-
та впливу абсолютних розмірів перерізу   знайдемо за допомогою 
лінійної інтерполяції даних додатку 4. Для вуглецевої сталі з границею мі-
цності МПав 420  та діаметром ммd 22  коефіцієнт буде становити  = 
0,91. 
Коефіцієнт впливу стану і якості поверхні   визначимо анологічно з 
додатку 5. Для грубо обточеної поверхні і заданої сталі   = 0,91. 
Обчислимо загальний коефіцієнт зниження границі витривалості  
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6. Обчислюємо коефіцієнт запасу міцності  по відношенню до 
границі витривалості. Відповідно до умов навантажування, нормальні 
напруження у стержневій системі змінюються за асиметричним циклом. 










 1 , 
де  

















Обчислюємо коефіцієнт запасу міцності Tn  по відношенню до гра-












Tn < n  (2,16<2,45). 
 




Задача № 11-2 
Розрахунок на міцність при повторно-змінному навантаженні 
круглого вала на згин з крученням 
 
Використовуючи данні і результати розв’язання задачі 5, уточнити 
величину діаметру сталевого валу, на якому закріплено шків пасової пере-
дачі та два зубчастих колеса (рис. 5.2, табл. 5.1), у розрахунку додатково 
врахувати циклічність дії згинального моменту та вплив конструктивних і 
технологічних факторів (табл. 11.2) на границю витривалості. 














в  T  1  
0 Поліров. Сталь 60 690 410 310 
1 Шліфув. Сталь 55 660 390 290 
2 Тонк.обт. Сталь 50 640 380 270 
3 Груб.обт. Сталь 45 610 360 250 
4 Наяв.окал. Сталь 40 580 340 230 
5 Поліров. Сталь 35 540 320 220 
6 Шліфув. Сталь 30 500 300 200 
7 Тонк.обт. Сталь 25 460 280 190 
8 Груб.обт. Сталь 20 420 250 170 





План розв’язування задачі 
1. Накреслити епюри крутних моментів та згинальних моментів у 
горизонтальній та вертикальній площинах згідно з результатами ро-
зрахунків, виконаних у задачі 5. 
2. Визначити коефіцієнти запасу за нормальними n  і дотичними 
n  напруженнями в небезпечних перетинах валу для величини діаметру, 
визначеного за результатами статичного розрахунку. 
3. Обчислити за формулою Гафа і Поларда повний коефіцієнт за-
пасу вала відносно границі витривалості n . За результатами ро-
зрахунків зробити висновки. 
4. У випадку невиконання умови міцності (  nn  ), повторити ро-
зрахунки обравши нове значення діаметру вала. Підбір діаметру валу 




Дано: диаметр валу ммd 96 ; 1 мa  ; матеріал – сталь 20; норма-
тивний коефіцієнт запасу міцності   2n . Поверхня вала шліфована. Схе-
ма навантаження валу представлена на рис. 5.3. З таблиці 11.2 беремо: 





1. Креслимо розрахункову схему вала згідно з вихідними даними 
задачі 5; будуємо епюри крутних моментів та згинальних моментів у гори-
зонтальній та вертикальній площинах згідно з результатами розрахунків, 
виконаних у задачі 5 (рис. 5.5); визначаємо ймовірно небезпечні перетини 
вала. 
Раніше, було зроблено висновок, що небезпечним є перетин B . Тут 
діє максимальний крутний момент ( мкНM кр  6,0 ) та максимальний су-
марний згинальний момент ( мкНМ с  4,14 ).  
Крім того слід перевірити перетин 1, де закріплено зубчасте колесо, 
через наявність в цьому місці концентратора у вигляді шпонкової канавки, 
що оброблена пальцевою фрезою. Тут діє максимальний крутний момент 
( мкНM кр  6,0 ) та сумарний згинальний момент ( мкНМ с  7,11 ).  
2. Визначимо коефіцієнти запасу n  і n  в небезпечних перети-
нах валу. 
Відповідно до умов навантажування, нормальні напруження у небез-
печній точці перетину змінюються за симетричним циклом, а дотичні 
напруження залишаються сталими. 
Знаходимо номінальні амплітудні нормальні напруження a , що 













































   
Визначимо коефіцієнти концентрації напружень в небезпечних пере-
тинах BK  і 
1
K . Коефіцієнт 1
BK  (концентратори відсутні). Згідно з до-
датком 3, де наведено значення ефективних концентраторів K  в залеж-
ності від границі міцності матеріалу вала із шпонковим пазом, оброблено-
го пальцьовою фрезою, 1K =1,51. 
Значення коефіцієнта впливу абсолютних розмірів (    ) знайде-
мо у додатку 4. Для вуглецевої сталі з границею міцності МПав 420 та 
діаметром ммd 96  коефіцієнт буде становити 7,0 . 
Коефіцієнт впливу стану і якості поверхні   визначимо з додатку 5. 
Для шліфованої поверхні і заданої сталі 95,0 . 
Обчислимо загальний коефіцієнт зниження границі витривалості для 
небезпечних перетинів. 
































Tn  . 
Границю текучості при крученні визначимо за третьою теорією міц-
ності. 
.1252505,05,0 МПаTT    































3. Обчислюємо повний коефіцієнт запасу міцності на витри-
валість за формулою Гафа і Полларда: 











Таким чином  
  8,1555,0  nn . 
Тобто, умова міцності не виконується. Врахування циклічності зги-
нального моменту привело до зменшення коефіцієнту запасу у 
1,5/0,555=2,7 разів. 
4. Вибираємо нове значення діаметру вала і повторюємо ро-
зрахунки, що виконані у пунктах 2, 3. 
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Знаходимо амплітуди нормальних напружень у ймовірно небезпеч-


































За допомогою лінійної інтерполяції даних додатку 4 визначаємо нове 











































Обчислюємо повний коефіцієнт запасу міцності на витривалість: 











  203,2  nn . 
Умова міцності виконується. 
Відповідь: діаметр вала ммd 150 .
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12 РОЗРАХУНОК ТОНКОСТІННОЇ ОСЕСИМЕТРИЧНОЇ 
ОБОЛОНКИ НА ОПОРАХ 
 
Тонкостінною осесиметричною оболонкою називається оболонка яка має 
форму тіла обертання, товщина стінки   якої мала по відношенню, до радіуса 
кривини R її поверхні  
1 1
20 100R
   
 
 . 
Це газгольдери, цистерни, резервуари для зберігання рідкого палива, тру-
бопроводи, корпуси теплообмінників, барабани котлів і труби, які містять паро-
водяну суміш, корпуси помп. і т. д. З урахуванням загальної форми та характе-
ру навантаження, на міцність ці конструкції розраховують як тонкостінні осе-
симетричні оболонки. Якщо оболонки навантаженні симетрично (наприклад га-
зовий або гідростатичний тиск), то Мкр = 0 і Q = 0, якщо оболонка не має різких 
переходів та жорстких закріплень і не навантажена зосередженими силами та 
моментами, то згинальний момент Мзг = 0; а сама оболонка знаходиться у без-
моментному стані, в її стінках виникають тільки розтягуючі навантаження (рис. 
11.1), які по товщині стінки, завдяки її малості розподіляються рівномірно. 
Теорія оболонок, яка враховує лише повздовжні зусилля, називається 
безмоментною теорією. 
За безмоментною теорією вважається, що напруження в стінці оболонки 
розподілені рівномірно, тобто закон розподілу напружень відомий, величину 
цих напружень можна визначити з рівняння рівноваги, і таким чином задача ви-


























Рис. 12.1 Тонкостінна оболонка та нескінченно малий елемент 
Розглянемо резервуар який являє собою тонкостінну осесиметричну обо-
лонку (рис. 12.1) в безмоментному стані (навантаження – гідростатичне), а саме 
оболонка знаходиться під внутрішнім тиском і в стінці виникають сталі розтя-
гуючі напруження. 
Виділимо нескінченно малий елемент двома меридіальними та двома кіль-
цевими перетинами, перпендикулярними до меридіану. 
Розміри елементу – dS1 та dS2. Позначимо радіус кривини меридіана m, ра-
діус кривини радіального перетину  t, товщина оболонки . 
Внаслідок симетрії самої посудини та навантажень в меридіальних перети-
нах діють тільки нормальні розтягуючи напруження t, які назвемо коловими 
або широтними. 
Напруження t та m (рис. 12.2). Діють відповідно в коловому та меридіо-
нальному напрямках. 
 




Елемент показано на рисунку. 12.2, де вказані його розміри dS1 та dS2, раді-
уси кривини m та t, кути між радіусами кривизни d1 та d2, діючий внутріш-
ній тиск Р та напруження m і t, які виникають там. Розглянемо рівновагу ви-
діленого елемента під дією внутрішнього тиску та напружень m і t. Для цього 






















































1sin  ,  



































1  , можна знехтувати, як меншою на порядок за 
інших доданків. 








t   (12.2) 
Це рівняння відоме в літературі під назвою – рівняння Лапласа, яке 
зв’язує величини колових та меридіальних напружень з величиною тиску Р та 
розмірами оболонки. В рівняння входять два невідомі напруження - m та t, 
для їх визначення потрібно ще одно рівняння. Таким рівнянням може бути рів-
няння рівноваги відсіченої частини оболонки, яке часто називається рівнянням 
зони. Такі рівняння ми розглянемо далі для різних конкретних форм оболонок. 
Як відзначено вище, на гранях елемента діють лише нормальні напруження - m 










t – головними напруженнями, і одне з них максимальне 1, а друге мінімальне 2 
(рис. 12.3). 
 
Рис.12.3 – Розподіл головних напружень 
Що стосується третього головного напруження (за нормаллю до поверхні 
оболонки), то воно дорівнює внутрішньому тиску Р із внутрішньої сторони, а із 
зовнішньої воно дорівнює нулю. В тонкостінних оболонках m та t >> P, тому 
ним нехтують і вважають, що 3 = 0. Таким чином матеріал оболонки знахо-
диться у плоскому напруженому стані і розрахункове напруження оболонки 
може бути вибране, як значення за одною з теорії міцності. 
Для пластичних матеріалів застосовують ІІІ та IV теорії міцності. Теорія 
максимальних дотичних напружень (ІІІ теорія): 
   31IIIP , 
але тому що 3 = 0, то: 
   1IIIP ,                                         (12.3) 
де 1 – найбільша з двох напружень m та t. 

















                   (12.4) 
Перевірка  міцності виконується в небезпечному перерізі, а саме в перері-
зі де діють найбільші напруження m та t. Величину напружень m та t можна 
визначити з рівняння Лапласа та рівняння зони, а небезпечний переріз – за 
епюрами напружень, побудованими для будь-якої висоти посудини. 
12.1. Визначення напружень тонкостінних посудин різної форми 
1. Сферична посудина під внутрішнім тиском. Сферична посудина радіуса R. 




















Рис.12.4  Розподіл напружень у сферичній посудині 
Розв’язок: 
У відповідності з  центральною симетрією: 
m = t = R; m = t =  













R       (12.5) 
2. Циліндрична посудина під дією внутрішнього тиску Р. Корпус теплоо-
бмінників, прямі ділянки трубопроводів, барабани котлів, які представляють 
собою циліндричну тонку оболонку під внутрішнім тиском, розраховуються за 
рівнянням Лапласа із збільшенням товщини стінки на додатку в зв’язку з пос-
лабленням їх міцності отворами, зварними швами, механічним зносом, корозі-
єю, точністю виготовлення. Такі додатки вибираються за спеціальними норма-
ми та рекомендаціями, і в цьому курсі не розглядаються. 
Циліндрична посудина діаметром 2R, товщиною стінки , находиться під 
тиском Р газу (рис. 12.5). 
 
Рис.12.5 –Розподіл напружень у сферичні посудині 
Розв’язок: 
Для циліндра t = R; m .  
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   (12.6) 
Для визначення m відсікаємо поперечним перерізом частину циліндра та 















m  (12.7) 
Меридіальні m та t напруження в такій посудині сталі. Порівнюючи m 
та t помічаємо, що t в два рази більше за m, тому корпуса теплообмінників, 
трубопроводів, барабанів, що являють собою циліндричну тонку оболонку під 
внутрішнім тиском, руйнуються вздовж твірної. 
Матеріал оболонки знаходиться у плоскому напруженому стані (елемент 
зображено на рисунку. 12.5): 1 =t;  2 = m;  3 = 0. 
Перевірку на міцність для пластичних матеріалів можна провести за ІІІ та 
IV теоріями міцності: 
   tIIIP 1  
   mtmtIVP 22  
3. Циліндрична посудина з сферичним днищем під гідростатичним тис-
ком. 
Більшість циліндричних тонкостінних посудин які застосовуються мають 
комбіновану форму – циліндрична оболонка замикається сферичним, конічним 
або іншої форми днищем. Якщо така посудина витримує ще й надлишковий 
тиск, то вона має і кришку різної форми в місцях спряження оболонок має міс-
це крайовий ефект – з’являються згинальні напруження, які не враховується 
безмоментною теорією оболонок. 
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Питання, що пов’язані з крайовим ефектом, в цій главі не розглядаються, 
тим більш що напруження які виникли в результаті крайового ефекту носять 
місцевий характер та швидко затухають при віддалені від місця зламу. При роз-
рахунку, тонкостінних посудин з пластичних матеріалів, які знаходяться під  
дією статичного навантаження, крайовий ефект можна не враховувати, але в мі-
сцях різкої зміни форми посудини, або умови навантаження передбачають 
встановлювати зміцнюючі кільця. 
Розглянемо циліндричну посудину висотою Н і радіусом R. Посудина за-
повнена рідиною з питомою вагою  (рис. 12.6). Для циліндра t =R та m  
внутрішній тиск для точок перерізу m-n на відстані у від місця сполучення ци-















  (12-8) 
Меридіальні напруження m визначимо з умови рівноваги нижньої части-
ни посудини відрізаної перерізом m – n. 
Осьове зусилля в цьому перерізі врівноважує тиск розташованих вище  
шарів рідини Ру, вага рідини в циліндричній частині посудини 
2
уG R y     , 




RGc   . 
Умова рівноваги: 
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mm  (12.9) 
Як видно із формули для m  та t  циліндричної частини посудини, кіль-
цеві напруження t  за висотою змінюються лінійно та досягають максимуму 







max  (12.10) 
Меридіональні напруження m сталі за висотою і десь у два рази менші 
максимальних кільцевих напружень біля днища циліндра, епюра напружень 
показана на рис. 12.6. 
В сферичному днищі завдяки симетрії m = t = R, та m = t =; у самій 
нижній точці днища точці О буде найбільший гідростатичний тиск Р =(H+ R). 

















Величина найбільших сталих напружень в сферичному днищі займає 
проміжне значення між m та t циліндричної частини. 
На границі сферичної та циліндричної частини має місце стрибок  зна-
чень напруження t. Тому що m  - для циліндра і m = R – для сфери, а t 
циліндричної частини більша t сферичного днища, тому найбільш небезпеч-
ною є точка А, яка відноситься до циліндричної оболонки. 
4. Конічна оболонка. 
Такі оболонки застосовуються для забезпечення повного видалення про-
дуктів переробки із теплообмінного апарату (в’язких або сипучих речовин). 
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Конічні переходи використовуються при переході від більшого діаметру апара-
ту до меншого. 
В трубчастих елементах конструкцій парових котлів та трубопроводів та-
кож використовуються конічні переходи від труб більшого діаметра до труб 
меншого та навпаки. 
Такі конічні переходи розраховуються на міцність (визначається товщина 
стінки, перевірка напружень, визначення допустимого внутрішнього тиску), як 
конічні оболонки під внутрішнім тиском у безмоментному стані. 
а) Конічна посудина під дією внутрішнього тиску, що закріплена за осно-
ву конуса зверху. 
 
Рис. 12.7  Конічна посудина під дією внутрішнього тиску, що закріплена за ос-
нову конуса зверху 
Внутрішній тиск у посудині Р, її висота дорівнює Н, кут конусності 2α, 
радіус основи R (рис. 12.7). 
Радіус кривини меридіана конуса m . 
Запишемо рівняння Лапласа в перерізі m – n на відстані у від вершини ко-






























З рівняння рівноваги частини посудини (рис. 12.7) отримаємо значення 





















З отриманих виразів для m та t видно, що за висотою посудини напру-
ження змінюються лінійно та досягають максимуму біля основи конусу при 




















m , (12.12) 
при цьому колові напруження вдвічі перевищують меридіональні  
б) Конічна посудина під дією внутрішнього тиску, що спирається на ос-
нову. 
 
Рис. 12.8 – Конічна посудина під дією внутрішнього тиску, що спирається 
на основу 
При тих самих значеннях вихідних даних, що і в попередньому прикладі 
запишемо рівняння Лапласа в перетині m – n на відстані у від вершини конусу, 












































Як і в попередньому прикладі, напруження m та t за висотою посудини 
розподіляються лінійно, але максимуму досягають у нижній частині, біля осно-




















m , (12.14) 
в) Конічна посудина під гідростатичним тиском, що закріплена за основу 
конуса зверху. 
 
Рис. 12.9. – Циліндрична посудина з сферичним днищем під гідростатич-
ним тиском. 
Відкрита конічна посудина, висотою Н, заповнена рідиною з об’ємною 
вагою  (рис. 12.9). Рівняння Лапласа для такої посудини запишемо в перерізі m 









 ;  




















Меридіальні напруження m визначимо з умови рівноваги нижньої части-
ни посудини висотою у. Вертикальна складова m врівноважує вагу рідини у ві-
дсіченої частині посудини та тиск верхніх шарів рідини. 
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Обидва напруження представленні як функції другого ступеню від у,  
тобто m та t  в залежності від висоти посудини змінюються за параболічним 
законом і для визначення небезпечного перерізу необхідно знайти положення 
та величину максимальних значень цих напружень. 






























































За цими даними побудуємо епюри зміни напружень m та t  по висоті по-
судини (рискнок. 12.9). Як бачимо, максимуми m та t  розташовані в різних 
перетинах за висою посудини, отже, умову міцності треба записати для цих 
двох перетинів. 





Рис. 12.10 – Конічна посудина під гідростатичним тиском, що спирається на 
основину конуса 
Конічна посудина, що розташована вершиною вгору, заповнена доверху 
рідиною з питомою вагою  (рис. 12.10). 


























Меридіальні напруження m визначимо з умови рівноваги відрізаної вер-































Очевидно, найбільші значення m та t  - біля основи конуса, в опорному 

























  (12.18) 
Епюри напружень m та t  по висоті конуса наведені на рисунку. 12.10. 
5. Циліндрична посудина з конічним днищем під гідростатичним тиском 
(Н>>h). 
 
Рис. 12.11 – Епюри напружень (Н>>h) 
При тих самих позначеннях, що і в попередньому розрахунку циліндрич-
ної посудини із сферичним днищем під гідростатичним тиском, як видно з цьо-







max , в то-
чці А при уц = 0. 
Меридіональні напруження m в циліндричній частині будуть мати інше 
значення, тому що відсічена перерізом m’– n’ частина посудини закінчується 













де Р (y) =  (H – уц) – тиск вище розташованих шарів рідини; 
Gц =  R





  - вага рідин в конічному посудини; 

















  (12.19) 
Отже, меридіональне напруження також постійні по висоті циліндра, але 
мають інше значення, ніж для посудини із сферичним днищем (рис. 12.11) 
Колові напруження в конічному днищі в перерізі m” – n” визначаються з 
врахуванням шару рідини в циліндричній частині посуду . Тут: 




























         (12.20) 
Для визначення меридіональних напружень m  в перетині m – n запише-
мо рівняння рівноваги відрізаної частини: 
  2
0
2 cos 0 , деm к к
Y
R x H h y x G х у tg      
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Враховуючи, що H>>h, то m та t досягають максимуму при yк = h (yк не 
може бути більше за h: hyк  , тому що при yк = h закінчується конічна частина 























m  (12.22) 
Епюри напружень зображено на рисунку. 12.11. 
Порівнюючи значення m та t в точці А, бачимо, що вони більші в коніч-
ній частині (тут htg = R), чим у циліндричній частині для тієї ж точки А, відрі-
зняються на cos, тому небезпечною точкою в місті переходу потрібно вважати 
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точку А, яка відноситься до конічної частини, та перевірку на міцність треба 
проводити в цій точці. 
Якщо H<h (конічні переходи, посудини з високою конічною частиною та 
низькою циліндричною) рис. 12.12, то небезпечною буде точка в межах коніч-
ної частини посудини, і розрахунок буде проводитись аналогічно двом попере-
днім розглянутим прикладам: визначається m та t конічної оболонки висотою 
h, з урахуванням рідини циліндричної частини. Положення небезпечних перері-







d tm   
Один із цих перетинів буде найбільш небезпечним, де і потрібно зробити 
перевірку на міцність 
.  
Рис. 12.12 – Циліндрична посудина з конічним днищем під гідростатич-
ним тиском (H<h) 
12.2. Розрахунки тонкостінних посудин 
1.Порівняти міцність двох заповнених рідиною резервуарів, які відрізняються 
лише умовами закріплення, з використанням ІІІ теорії міцності (рис. 12.13). 
 
Рис. 12.13 – Тонкостінна посудина 
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Задача зводиться до визначення розрахункових напружень для небезпеч-
них точок обох резервуарів. Визначимо колові напруження. Очевидно, вони од-
накові, оскільки закон розподілення гідростатичного тиску не залежить від 



















Для визначення меридіальних напружень m  в першому випадку зручно 
розглянути нижню відрізану частину (рис. 12.14). 















Рис. 12.14 – Нижня відрізана частина тонкостінної посудин 
Підставляючи ці значення в рівняння, отримуємо: 








Рівняння рівноваги для другого випадку: 
,02 2  Pm GRPR  або     
02 22  RyRyR m ,    




Рис. 12.15  Епюри розподілу напружень 
Дійсно і в одному і в другому випадку вага всієї рідини сприймається 
днищам резервуара. Але в другому випадку вона безпосередньо передається на 
опору і тому m = 0 в стіні резервуару, в той час, як в першому випадку, переда-
ча цього зусилля на опору здійснюється через стінку резервуара. 
Епюри напружень побудовані на рисунку. 12.15. 
В стінках першого резервуара має місце плоский напружений стан, дру-
гого – лінійний. Небезпечні перетини – в днищах резервуарів. Оскільки в 




RHIII  1 , то резервуари рівноміцні.  
2.Побудувати епюри напружень для резервуару в якому знаходиться газ 
під тиском Р0 = 20 мПа; товщина стінок   = 5 мм, діаметр циліндричної частни 
D = 2R = 500 мм масою резервуару знехтуємо (рис. 12.16).  
 
Рис. 12.16 – Резервуар 
 




































Меридіальні напруження визначаються із рівняння рівноваги (рис. 12.17). 














Рис. 12.17 – Мередіальні напруження  
Для конічної частини, аналогічно визначаємо m та t . Рівняння Лапласа 














З рівняння рівноваги нижньої частини посудини (рис. 12.18) 
 
Рис.12.18 – Епюри розподілу напружень 









епюри напружень наведені на рис. 12.18 
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ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗНАНЬ 
1. У яких галузях техніки застосовуються  тонкостінні вісесимет-
ричні  оболонки? 
2. Які оболонки можна вважати тонкостінними? 
3. Які внутрішні зусилля діють в перерізі тонкостінної вісесимет-
ричної оболонки? 
4. Записати формулу Лапласа. 
5. Дати визначення рівнянню зони? 
6. Яку теорію міцності доцільно застосовувати для розрахунку 
тонкостінних вісесиметричних оболонок, і чому? 
7. Які параметри знаходять при проектувальному розрахунки 
оболонок? 
8. Які оболонки називаються складеними ? 
9. Як визначити небезпечнй переріз у конічній оболонці? 






Сталеву тонкостінну циліндричну посудину з днищами встановлено 
на чотирьох симетрично розташованих опорах (рис.12.19, табл.12.1). По-
судина знаходиться під внутрішнім тиском p і заповнена на 2/3 висоти Н 
рідиною з питомою вагою  . Обчислити товщину стінки посудини в небе-
зпечному перерізі. Допустиме напруження на розтяг для матеріалу посу-
дини   100 МПа  . Підібрати переріз стояків з умови стійкості. Прийняти 
для стояків   160 МПа  , 1R R , 1 0,2l l , 3r R . 


















0 1,5 20 4,5 1,3 1,3 2,5  
1 1,2 30 3,5 1,0 1,2 2,2  
2 2,1 35 3,0 0,8 1,0 1,8  
3 1,9 25 3,6 0,6 1,1 2,0  
4 1,6 30 3,5 0,5 0,9 1,9  
5 1,8 40 2,8 0,7 0,8 2,0  
6 1,4 25 4,0 1,1 1,1 3,0  
7 2,0 20 3,8 0,9 1,0 2,5  
8 1,7 40 2,6 0,5 0,6 2,1  








Рис. 12.19. – Варіанти схем посудин до задачі 12 
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План розв’язування задачі 
 
1. Обчислити товщину стiнки посудини в небезпечному перерiзi. 
2. Визначити навантаження на стояк, враховуючи вагу рiдини, самої 
оболонки та її днищ. 
3. Підібрати перерiз стояка з розрахунку на стiйкiсть, вважаючи стояк 
на одному кiнцi (верхньому) закрiплений шарнiрно, на другому – жорстко. 
Розв’язання задачі 
 
Рис. 12.20 – Розрахункова схема 
Дано: 1,5 МПаp  , 3о 80 кН м  ,  
3
р 10 кН м  , 3 мH  , 1 мh  , 2 мL  ,  
0,8 мR  , переріз стояків – [] (2 швелери),  
  160 МПа  , 52 10  МПаE   . 
Обчислити: 1) t  – товщину стінки оболонки (з розрахунку на міцність 
посудини), 
2) номер швелера (з розрахунку на стійкість стояків). 
1. Розрахуємо на міцність циліндричну частину посудини. 
Меридіональний та коловий радіуси: 
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m   ;     t R  . 
Тиск на поверхню циліндра в залежності від глибини: 
1 1 р 1
2
( ) ( )
3
p y p H y    . 
Рівняння рівноваги зони (рис. 12.21): 
2
1 1 1*2m Rt p R Q      . 
Звідси 
 
Рис. 12.21. – Навантаження циліндричної частини посудини 
2 2





2 2 2 2m
pR H y R R h R y
p R Q
t Rt t Rt
              
        
 
 






R p H y h y R p H h
t t
                      . 
Рівняння Лапласа 













            . 
Небезпечні точки, де найбільші напруження, – це точки циліндра на 









R p H h
t
          
 3 6 3 32 3Н 1 Н0,8 10  мм 1,5 10 10  2 3 10  мм 1 10  мм 610  Н м3мм мм
2t t
              , 
 
р






   




1,5 10 10  3 10  мм 0,8 10  мм
1360 Н м3мм мм
t t
        
   . 
Умова міцності для небезпечних точок А1  за ΙV критерієм міцності: 
2 2
1 V 1 1 max 1 1 maxm t m t         
 
2 2
2610 1360 610 1360 1180 Н мм 160  Н мм
t t t t t
             






t   . 
2. Розрахуємо на міцність конічну частину посудини. 
Для конічної частини (рис. 12.22): 















 2 2 р 2
2
3
p y p H h y




2 2 2*2 cosm rt p r Q         , 









2 cos 2 cos 2 cosm
p H h y r ryr yp r
y
t rt t
                  







p H h y y
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p H h y
y t






2 3 1,5 10  Н м 2 3
3 м 1 м 1 м
3 4 3 410 10  Н м
m
p
y H h h





2 1 1,5 10  Н м 2 1
3 м 1 м 1 м
3 2 3 210 10 Н м
m
p
y H h h





Обидві точки знаходяться вище конуса висотою h. Отже небезпечні 
точки конуса А2 знаходятся у верхній частині конуса. Напруження в них 
( 2y h ): 
р






p H h h h
y h
t








    
  
     
 
6 3 3 32 11,5 10 10 3 10 1 10 1 10 0,8
3 3 778 Н мм
2 0,78t t










p H h h h
y h
t
               

 
6 3 321,5 10 10 3 10 1 10 0,8
3 1560 Н мм
0,78t t
             

. 
Умова міцності конічної частини: 
2 2
2 V 2 max 2 max 2 max 2 maxm t m t          
 
2 2
2778 1560 778 1560 1351 Н мм 160 Н мм
t t t t t
             






t   . 
Посудина буде міцною, якщо і циліндрична, і конічна її частини бу-









Обираємо 9 ммt  . 
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3. Визначимо навантаження на стояк. 
Врахуємо вагу посудини – оболонки та рідини в посудині. Рівняння 
рівноваги посудини з рідиною (рис. 2.23): 
0:j
j
Y        * î4 0N Q Q   . 
 
Рис. 12.23  Навантаження на стояки 
Зусилля в стояку: 
   ' ' " " "р ц к о ц к cф* о
4 4
V V V V VQ Q
N
     
      
 2 2 2р о
2 1
2 cos 23 3
4 4
R H R h t R H R h R
                      
   р о2 2 cos 23
4
R
R H h t H h R             
 кН 0,8 м0,8 м 10 2 3 м 1 м
м 3
4
             
 3кН0,8 м 80 9 10  м 2 3 м 1 м 0,78 2 0,8 м
м 14,4 кН
4
               . 
4. Розрахуємо стояк на стійкість за допомогою метода послідовних 




Рис. 12.24. – Розрахункова схема стояка 






14,4 10  Н
180 мм 1,8 см









FF   . 
Вибираємо швелер № 5 (найменший швелер в сортаменті): 
2
1шв 6,16 смF  ; 
4
1 5,61 смzI  ; 
3,2 смb  ; 0 1,16 смz  . 
 
Рис. 12.25  Переріз стояка 
Для двох швелерів № 5 (рис. 12.25): 
2
1 1шв2 12,32 смF F  ;  
2 4












   . 
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    . 








100 100 70% 5%
0,5min ,  
   
      
 
. 





   . 
Далі за вищенаведеними формулами одержимо: 
 
2
2шв 0,685 смF  . 
 
Залишаємо найменший швелер № 5 з сортаменту. У цьому випадку, як 
було розраховано вище, 
*







     . 
Очевидно, в подальших наближеннях необхідна площа швелера буде 
зменшуватися. Тому остаточно вибираємо для стояка 2 швелери № 5. 










      

 
 *2 0,85 160 136 МПа      . 
Стояки за умовою стійкості значно недовантажено. 
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Рекомендований ряд лінійних розмірів R 40 
 
1,0 1,6 2,5 4,0 6,3 10 16 25 40 63 100 160 
 1,05 1,7 2,6 4,2 6,7  10,5 17 26 42 67 105 170 
1,1 1,8 2,8 4,5 7,1 11 18 28 45 71 110 180 
 1,15 1,9 3,0 4,8 7,5  11,5 19 30 48 75 120 190 
1,2 2,0 3,2 5,0 8,0 12 20 32 50 80 125 200 
1,3 2,1 3,4 5,3 8,5 13 21 34 53 85 130 210 
1,4 2,2 3,6 5,6 9,0 14 22 36 56 90 140 220 




Залежність ефективних коефіцієнтів концентрації K  і K  від границі міц-
ності в  матеріалу вала зі шпонковим пазом, який оброблено пальцевою 
фрезою. 
 
â , a K  K  â , a K  K  
400 1,51 1,20 800 2,01 1,86 
500 1,64 1,37 900 2,14 2,05 
600 1,76 1,54 1000 2,26 2,22 





Значення коефіцієнта впливу абсолютних розмірів (     ) у залежності від 
діаметра деталі й матеріалу 
 
Матеріал      при d, мм 
10 20 30 40 50 70 100 200 
Вуглецева сталь 
400 500 МПав    
0,98 0,92 0,88 0,85 0,82 0,76 0,70 0,63 
Вуглецева і легована сталь 
500 800 МПав    
0,97 0,89 0,85 0,81 0,78 0,73 0,68 0,61 
Легована сталь 
800 1200 МПав    
0,95 0,86 0,81 0,77 0,74 0,69 0,65 0,59 
Легована сталь 
1200 1400 МПав    




Значення коефіцієнту впливу стану і якості поверхні   при циклічному 
згинанні вала в залежності від границі міцності в  матеріалу та виду обро-
бки поверхні 
 
Вид поверхні Границя міцності в , a 
400 600 800 1000 1200 
Шліфована 0,95 0,92 0,90 0,89 0,87 
Тонко обточена 0,93 0,88 0,84 0,80 0,77 
Грубо обточена 0,91 0,84 0,77 0,71 0,66 
З окалиною 0,80 0,64 0,53 0,45 0,38 
 
 
